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13. NOCION MATEMATICA DE UN VECTOR (TENSORES) [8].

Consideremos un conjunto de tres nimeros (Ag, As, As), los cuales estdn asociados con algin punto
(.I 1,22, .Ig) .
Hacemos un cambio de coordenadas y obtenemos el punto (z}, x5, %), asi los nuevos niimeros asociados a
este punto serdn (A}, A5, A5). Luego por brevedad propongo nombrar a estos dos conjuntos de nimeros 2
El matematico comenzard a darnos una lista de los niimeros 2 para cada diferente sistema de coordenadas.
Entonces por ejemplo 2 significard:

o A, AQ, As para coordenadas rectangulares z, y, 2
o A, A}, AL para coordenadas polares r, 6, ¢
o AY, A’Q’, AY para coordenadas ehpso1dales A, i, v

Pero el matematico dice: “Nunca terminaré a este ritmo”. Hay un ndmero infinito de sistemas de coorde-
nadas, deberé alterar mis planes: Les daré una regla general para encontrar nuevos valores de 2 cuando
pasen de un sistema de coordenadas a otro y de esta manera solo sera necesario para mi darte un conjunto
de valores y ustedes pueden encontrar todos los demas.

;,Qué clase de regla adoptaremos? Examinemos las cantidades que queremos involucrar Hay dos conjunto
de ntimeros que queremos relacionar, digamos

AI,A2;A3 y A/la /25A'/3>

Nada se ha dicho acerca de estas cantidades, hasta ahora solo sabemos que son ntmeros aislados. Por
lo tanto no hay problema el introducir sus derivadas. FEllas estan relacionados por la misma localidad
donde estén, en algin punto del espacio (x,y,z2) y (r,0,¢). Ellas estdn cambiando porque el sistema de
or 0%

9%’ D2du By’ y asi
sucesivamente. Las coordenadas integrales mismas x,y, z, 7, 8, ¢ no pueden estar involucradas puesto que
ellas expresan distancias al origen, mientras que nosotros estamos interesados en los cambios en el punto
donde (Aj, As, Ag) esta localizado.

Asi la regla debe involucrar solo los nimeros A;, Ay, A, A}, A}, A% combinados con sus mutuas derivadas de
x,y, z,1,0,¢. Una regla podria ser

coordenadas ha cambiado en este punto y este cambio es definido por cantidades como

or or or
A/1*8—A1+8 A2+8 As
00 00 00
! P — —_ —_
A2 a:EA + 8 A2—|— B Ag
¢ ¢ ¢
Al = 8xA1+8 As + P —L As,
es decir,
3 !
A=y

Aplicando la misma regla para la tranformacién de (r, 0, ¢) a (A, u, v) tenemos

(32 8)\ 8)\

AV ’ ’
Al = B Al + A 8 ¢A
por lo tanto, substituyendo por A}, A5, A% de las ecuaciones anteriores y agrupando terminos,
ON O XD OO OO ONOO  ONO OO XD OND
A= (R0 O)a, + (2L Oy 4, + (2L 2) Aq

Or 0x 00 0x  0¢ Oz ordy 000y 0o dy Or 0z 000z 0¢ 0z
oA oA oA
o
A= ox A Ay 9y 22 0z 43
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quedando para todos los indices

3 ’
oxl,

o, A

Al =
T=1

la cual es la misma férmula que pudo ser obtenida aplicando la regla a la transformacién directamente de
(z,y,2) a (A p,v). Laregla es autoconsistente. De hecho el analisis tensorial permite representar las leyes de
la Naturaleza sin necesidad del uso de un sistema coordenado, debido a que éste, es solo una ficcién de nuestra
mente, en la realidad tan solo el fenémeno en si mismo es lo que importa y no el sistema coordenado utilizado
para representarlo. El cdlculo tensorial nacié con los trabajos de Christoffel, Riemman y Levi-Civita, con el

cual las leyes naturales se han podido expresar analiticamente y en forma intrinseca.

13.1. Coordenadas curvilineas ortogonales. Sea 7 = x1 + y) el vector de posicién de un punto p.
Cosideremos las coordenadas rectangulares (x,y) del punto expresadas en funcién de las nuevas variables
(u1,us2) en la forma

x =z(ur,u2), y=uylu,us)
o bien, despejando (uq,us),

ur =ui(z,y), uz=uz(z,y)

Entonces ya que 7 = 7(z, y) tenemos 7 = 7(u1, uz). El vector tangente en p a la linea u; (para la cual ug es

r - N . . . or , or
constante) es Ee Entonces el vector unitario tangente en la direccién y sentido anterior es €1 = e /| E
U1 u
de tal forma que
. or | or or
€1 = &= = /h’la
8’&1 8’(1,1 8’(1,1
or | or or
€=—/|=—|==—/h
2 8’&2 8’(1,2 8’(1,2/ 2

Las magnitudes h; y ho son llamadas factores de escala.
El vector normal en p en la superficie u; = ¢1, es Vuy, el correspondiente vector unitario en esta direccion
y sentido viene dado por E1 = Vu1/|Vuq|, quedando entonces

El = 6u1/|6u1|,
EQ = 6’[1,2/|6’UJ2|

Un vector A se puede expresar en funcién de los vectores unitarios en la base €1, €5 o bien, en la base Fy, Es,
es decir
A= Aleﬁ + AQQ} = AlEl + AQEQ

2 g . roor o g
Todo vector A también puede expresarse en funcién de los vectores Jus’ Dus o Vuy, Vus quedando
up ou2
- or or - -
A=ao'— 4+ a®>=— =a;Vuy + axVus
8’&1 8’(1,2

Siendo a', a? las componentes contravariantes y aj, a las componentes covariantes del vector A. Se
demuestra y por razones de espacio, que las componentes contravariantes se transforman al pasar de un
sistema de referencia a otro, de la siguiente manera

. . . . ’ ’
Si dos magnitudes o', a? en un sistema de coordenadas (uj,us) estan relacionadas con otras a'!, a'? en
otro sistema de coordenadas (uf,u5) por las ecuaciones de transformacién anteriores, dichas magnitudes se

llaman componentes de un vector o tensor contravariante de primer orden.

2



MIENTRAS LOS DEMAS NADA HACEN, YO... (REV. NO. 19) 65

Y las componentes covariantes se transforman al pasar de un sistema de referencia a otro, de la siguiente
manera

2
ou,

/
o= —a,
/

oul,

T7=1

Si dos magnitudes a1, az en un sistema de coordenadas (u1,uz) estan relacionadas con otras af, af en otro
sistema de coordenadas (uf, u) por las ecuaciones de transformacién anteriores, dichas magnitudes se llaman
componentes de un vector o tensor covariante de primer orden.

Segun la convencién de indices repetidos debida a Einstein, es posible eliminar el signo de sumatoria, enten-
diendose que cuando existan indices repetidos como en la tltima ecuacion, es decir, en 7, se deberd entender
que la sumatoria es con respecto a ese indice y siendo ¢ un indice libre, que indica que debe formarse una
nueva ecuacién por cada valor de ese indice. Las ultimas ecuaciones quedan entonces:

!

‘o aud T
a?=—"2a", y
ou,

a’ *auTa
o — 5 ;, YUr
ou’

o

cada una de las ecuaciones anteriores representa dos ecuaciones con dos términos cada una.
Elementos de linea: En coordenadas cartesianas el elemento de linea viene dado por

ds? = dz? + dy?
En la teoria de la relatividad especial, el elemento de linea para el espacio-tiempo viene dado por
ds* = dz* + dy? — c*dt?

teniendo la misma expresién en todos los puntos del espacio. Para el caso de coordenadas curvilineas tenemos
. or
€l = — h,l
8u1 / ’
. or
€2 = — / ha
8u2
por lo que

dr = hldulél + h2du2é2

Como 7 = 7(u1, u2) donde 7 es el vector de posicién en p, tenemos

or or
dr = =—d d
T 9u, w1 + 9u, U9
sabemos que dr- di = ds? asi que
or or or or
ds® = {=—d d d —d
s =gy dnt gy duzk - g, du+ 5 o dus
2 2
or  or
2 P —_—
ds® = Z o dugsdu,
o=171=1
llamando g, = 88—1:7 . 88—1:, tenemos

2 2
ds® = Z Z Jordusdu; = gorduydu,

o=171=1
Siendo esta la forma métrica fundamental o forma métrica, las magnitudes g, se llaman coeficientes métricos
y son simétricos. También g,, representa un tensor covariante de segundo orden, el cual juega un papel
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importante en la teoria de la relatividad general, de hecho Einstein lo identifica como los potenciales gravi-
tatorios. Se definen también ¢" = 1/g,,, donde (para un espacio de 4 dimensiones)

4 sio=p
ov :50 —
Jud " {O sio#p

Yy g = |gor|. Cabe hacer notar que ds es un invariante, es decir un tensor de orden cero, y por ende tiene
el mismo valor en cualquier sistema de coordenadas a utilizar. Conociendo ds es posible descubrir todas las
propiedades de la superficie, por este hecho, al conocerse ds en relatividad, es posible descubrir todas las
propiedades del espacio tiempo cerca de un campo gravitatorio.

Tensores contravariantes de orden superior al primero. Multiplicando las componentes A* y BY de
dos tensores contravariantes de primer orden, formamos el tensor contravariante de segundo orden A#¥.

ARV = A*BY |
entonces,
’ 8:E/
A% =_—A"y
Oz,
/ ox!
B T — T Bl/
ox,
entonces, A" satisface la ley de transformacion
’ ! 8 8
A UB T __ x xT A[LBU
833# ox,
/ oz Ox!.
AT = —L AH
833# ox,

Tensores covariantes de orden superior al primero. Multiplicando las componentes A, y B, de dos
tensores covariantes de primer orden, formamos el tensor covariante de segundo orden A,,,.

A =ALB,,
entonces,
Ox
/I 123
Acr - 8ZE£, w Y
ox
/ v
BT = 8—xfrBU
entonces, A, satisface la ley de transformacién
Ox,, Ox
Il I v
AoeBr = Bt far P
o 833# ox,

‘”_83: 8’ n

Tensores mixtos de orden superior: Se puede formar un tensor mixto de segundo orden AZ multi-
plicando las componentes de un tensor contravariante A” con uno covariante B,, satisfaciendo la ley de
transformacién

AP = APB,

A= g0
8%[3

g~ Jtap

7 Ox!,
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/
A/TBZ, _ ox!. axaAﬁ 3
a’ﬂﬁ 8xf,
’ 8{E/ 8$
T _ T QB
AU - a’ﬂﬁ 8x:.,Aa

tal tensor mixto de segundo orden es leido como contravariante de primer orden y covariante de primer
orden. Otro tensor mixto puede ser A#AY = AX” - mixto de tercer orden, contravariante de segundo orden
y covariante de primer orden.
Debo aclarar aqui que el hecho de utilizar la misma letra “A” como por ejemplo en el producto A,, = A, B,
no significa que A,, y A, sean iguales, uno es un tensor covariante de segundo orden que dié como resultado
de multiplicar dos tensores covariantes de primer orden A, y B,.
Tensor simétrico: Un tensor A" es simétrico si
A=A o A=Ay

Tensor antisimétrico: Un tensor A*” es antisimétrico si

A = =AY o A=Ay,

Multiplicaciéon externa de tensores. Se llama multiplicacién externa de dos tensores el resultado de
multiplicar las componentes de uno de ellos por cada una de las del otro, dando lugar a un tercer tensor de
orden igual a la suma de los 6rdenes de los tensores factores.

A,uuBcr - Tcr,uu
resulta un tensor de 3er orden con 64 componentes

AaﬁB'yé _ Taﬁ'yé
resulta un tensor de 4to orden con 256 componentes

Aaﬁry BM = ng’)’

resulta un tensor de 5to orden con 1024 componentes

Reduccién de un tensor: Sea A’;w un tensor mixto, si se igualan los indices 7y o, se puede demostrar que

A’ ,, = A, queesun tensor reducido (covariante de segundo orden en el sistema de coordenadas primado).

0x, ax% ox!, Ozl M7
igualando 7 y o queda
% Oz, Ox, Oz, .
0x, ax% ox!, Oz M7
oz!, 0z, Oz, Oz, .
0z, Oz (%Qf ox!, T
por céalculo tenemos

ozl 0z, Oy,

Oz Oxjy O, wer

/ 3 —
donde oxl, _{1 sia=4§

™ -
Aﬁ'yé -

™ -
Aﬁ'yé -

/a -
Aﬁ'yé -

/a o
Aﬁ'yé -

ozl 0 sia#d
;o Oru Ony
P Ol Oxt M



68 JORGE VIRAMONTES

Multiplicacién interna y mixta de dos tensores. Por multiplicacion externa de dos factores seguida
de una reduccién obtenemos el producto interno.

o __ o
AuwB? =Dy,
ahora reducimos con respecto a los indices v y o
v __
D,uu - D#
El producto interno de los tensores A, y B?, se indica ast:
v
A B
Por multiplicacién externa de A, y B°" y una sola reduccién se obtiene un tensor mixto de segundo orden
ov __ ov __ o
AwB?" =Ch) =C7

Criterio para probar el caracter tensorial: Si un producto tal como A(,,)B"", cualquiera que sea el
tensor B, es un invariante (escalar o tensor de orden cero), A, tendrd que ser un tensor, en este caso
covariante de segundo orden.
Simbolos de Christoffel: Se conoce por primer simbolo de Christoffel la expresién
) = (P Ove_ O
7 2 8xu 8x# 8x0
El segundo simbolo de Christoffel es el siguiente
{Fr=9"151=T%
aunque la ultima forma sugiere un caracter tensorial de los simbolos, éstos no lo son en general.
Otras relaciones importantes son (que se omite la demostracién por cuestiones de cansancio)

(= 1 0v/—g _ dLog\/—g
T V=g 0z, 0z,
Ecuaciones de las lineas godésicas: El elemento lineal ds es un magnitud independiente del sistema de

coordenadas en que esta expresado. De la misma manera, no dependera tampoco de éstas la longitud total
de una “linea” determinada trazada entre dos puntos p; y ps. Si esta “linea” es tal que su longitud [ ; * ds

es un minimo (linea geodésica) en un sistema de coordenadas, entonces conservard la misma propiedad en
todos los demas sistemas de coordenadas

d’z, dzx, dx,
d:Q + {“Tl’}% ;s Ecuacién de las lineas geodésicas

En un sistema coordenado cartesiano las g,, son constantes, por ende {#*} = 0 y la ecuacién de la linea
geodésica se reduce a la ecuacién de un linea recta.
Derivada covariante: La teoria ordinaria de vectores en el espacio euclideo de tres dimensiones, referido a
dA
coordenadas de Galileo, nos dice que la derivada d—” representa la variacién por unidad de coordenada x,
ZTo
de las componentes del vector A,,, si las coordenadas no son de Galileo (tanto si el espacio es o no euclideo),

la derivada d—” puede no representar la variaciéon absoluta del vector respecto a la coordenada, e.g. En un
Lo
campo de fuerza uniforme referido a coordenadas polares, la variacion de la componente segin el radio vector

no indica necesariamente un cambio real de la fuerza o un defecto de uniformidad del campo. Si alguna cosa
puede indicar la variacion absoluta de las componentes de un vector es un tensor, y este tensor es la derivada
covariante, puesto que se reduce a la derivada ordinaria cuando el sistema es de Galileo, por ser nulos los
simbolos de Christoffel (g,,, = constante)

A
La derivada covariante A4,, de A4, se compone de la derivada ordinaria —= (variacién de A, segin la
T,
direccién de z,), y ademés, de la parte —{#**} A, atribuible a la curvatura de las coordenadas. Esta tltima
parte es la que desaparece para los sistemas de Galileo.

La utilidad de la derivadad covariante estriba principalmente en su degeneracién en la derivada ordinaria.
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Cuando se tenga una ley fisica expresada por formulas en que figuran relaciones que son visiblemente for-
mas degeneradas de tensores y sus derivadas ordinarias, se puede generalizar el resultado para sistemas
cualesquiera de coordenadas, reemplazando las formas degeneradas por los propios tensores y las derivadas
ordinarias por las covariantes.

0A*

AR — TV AT
L= G+ ()
La derivada covariante de A*, es el tensor mixto A%
0A v o ov
A#UU - 8$# _{T#}ATV_{T }A‘F#

La derivada covariante de A,,, es el tensor mixto A,

Notese también como la derivada covariante de un tensor, aumenta en un orden la covariancia del tensor
correspondiente.

Divergencia de un tensor contravariante de segundo orden: Este se obtiene por reduccién de indices
oy (3 de la derivada covariante del tensor A%?, es decir, la derivada covariante del tensor es

AP
AeB — ap APP P g
o 8ZEU + { a } + { el }
luego se efectua una reducciéon igualando los indices o = 3 en
AP
Ay =2 gy 1 gy are
8%[3

quedando finalmente la divergencia del tensor A%? como

o L 0(/=gA)
V9 O

Recuerde que la anulacién de la divergencia de un vector ordinario, nos indica que no hay fuentes ni resum-
ideros en un fluido (permanencia). Andlogamente en el espacio de 4 dimensiones en un campo gravitatorio
la anualcion del tensor que contiene la ley del campo, expresa tambien la condiciéon de conservacion o per-
manencia del campo.

Tensor de Riemann-Christoffel: Puesto que el tensor fundamental g,,, define completamente la métrica
ds de una variedad determinada, un tensor que dependiese solamente de estas g y de sus derivadas, repre-
sentaria una propiedad de la variedad, independiente del sistema de coordenadas. Se deduce que el tinico
tensor posible es el tensor de Riemann-Christoffel

P 9 1% no ot i,ucr nT faoc
Ryof_%g{p}_{a}{p}_8xT{p}+{a}{p}

Contrayendo el tensor Riemann-Christoffel con respecto a los indices 7 y p y después cambiando o por v,
queda el tensor de Ricci

0 0
_ MUTY _ fpvfaty yi% po g Br
Rl“’_axy{f} {a}{‘r} 8xa{a}+{ﬁ}{a}
Debido a que

dlog+/—g

Oz,

_0Plogy/=g [, 0logy/=g 0
Ry = L8V gy 008VEg

_ [wv Han ffr
8«1:#8«1:11 8xa 8xa{a}+{ﬁ }{a}

El escalar R deducido del tensor de Ricci representa el valor de la curvatura de una superficie, en este caso
representaria el valor de la curvatura del espacio, el cual vale

R=¢""R,.

{7} =

, entonces
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Tensor de Materia-Energia: Como veremos mas adelante las propiedades del campo gravitatorio estan
relacionadas con el tensor materia-energia del cual nos vamos a ocupar a continuacién.
Formemos el tensor T}, junto con los tensores 7),, y T%? por medio de

dry, dx .
T;ll,/ = gl’U po — gp,UTUU = gy,crpod—sg dsy, 1.e.

drs dx
TY = g0 00 —= —~
w = uoPo ds ds

donde pg representa la densidad de una pequena porcién de materia, valuada en medida natural (densidad
propia), es decir, referida a un sistema de coordenadas unido a dicha materia. Ahora defina
dx dy dz
YSar "Ta YT
ds? = A2dt? — da? — dy? — d2?

ds? dx dy dz u? +v? + w?
v v ek S Sy
ds

(13.1) (E)Q =c*(1-p%)

Sabemos por la relatividad especial que m = mg/\/1 — 5% y I = lp\/1 — (32, entonces
m m m _ _ _
D/ B2 = IO (1 - g2 B = (1 - )

p=po(l—p>)""
1=
P

substituyendo en (13.1) quedard

(Zy = 22
dt P
entonces
1 . ds.,
Po = C—QP(E)
drs dx,

asi que el tensor T} = g PO e toma la siguiente forma
s ds

1 ds ,dxys dx
Tl/ — ”— bt 2_U v
T c? A dt ) ds ds
1 drs dx,
29 P

TV =

Las componentes del tensor 7}, son

donde por ejemplo

1 dr, dry 1 dry dxq 1 dro dry 1 drs dr 1 dry dzry

T = — e el = 22y - hind: Bt T ettt}
LS @0 T @M TR T aE P T @Yy
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pero teniendo en cuenta los valores de g, para un sistema de galileo

-1 0 0 0
10 -1 0 O
a=10 0 -1 0
0O 0 0 1
es decir guo = 0 si pu # o0, tenemos entonces
1 dCCl 1
T = = —— P =—=pu*+0+0+0
1 Clelp( dt) Cqu +0+0+ )
1
1_ 2
1] ——C—qu
calculando Ty ,
1 dr, dry 1 dro dxy
T} = S gopp—2 =2 =0+ = gogp—0s —2
2 0292 p L dt +02922p pTRT +0+40,
T21:—C—2pvu
calculando T},
1 dr, dry 1 dxs dx
Tl = — o ——:O 0 ) TR )
8T @l TOT @ T
1 _
T, ——C—pru
calculando T},
1 dz, dxy 1 dxy dzy
T = gy p—2 == = = e
R T T
=1
= —pu
4 CP
calculando T7,
1 dry dxs 1 dry dzo
Tt = S giop——r— = —g11p——— +0+0+0
e T K
TEZ—C—QPU’U,

y asi sucesivamente hasta obtener los 16 componentes

12 1 1 1
_1 1.2 _ 1 1
) -2 pUv 2PV ZPWU PV
T =
: —Louw —Lpow —Lpw? Lpw
=P =P =P P
1 1 1
—zZpu —zZpv —Zpw p
v
nsiderem uacion nteni n = ivergenci ensor materia-enerqgia ien =
Consideremos las ecuaciones contenidas e 3# 0 (Divergencia del ¢ t haciendo 4
Ty

ory or} 0T o1y  O0Tf
=4t d 4
oz, Oory Owve Oxs  Ouy
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_ O(pu) | 9(pv)  O(pw)  9p
“or "oy "oz o

nos resulta la llamada ecuacién de continuidad en la mecénica de fliidos, etc.

14. TEORIA DE LA RELATIVIDAD GENERAL

El principio de la relatividad restringido exige que se refieran todos los hechos a ejes o sistemas de Galileo,
es decir, a ejes respecto a los cuales no exista algin campo acelerado.
Tal condicién supone hallarse indefinidamente alejado de toda masa material a fin de que no produzca campo
gravitatorio alguno, por lo que los casos en que rigurosamente tenga aplicacién seran limitadisimos, por no
decir nulos.
Por otra parte, el principio restringido de la relatividad excluye todo fenémeno gravitatorio y, en cambio,
nos muestra una inercia para la energia radiante, lo que equivale a una estrecha relacion entre la gravitacién
universal y los fenémenos electromagnéticos.
Se vislumbra, de todo lo apuntado, la imperiosa necesidad de buscar una generalizaciéon del principio de
relatividad.
Identidad entre la masa gravitatoria y la masa inerte - Principio de Equivalencia -
Sabemos que en un campo gravitatorio cualquiera todos los cuerpos se mueven con idéntica aceleracion
independientemente de su masa.

fuerza = masa inerte * aceleracion
también
fuerza = masa gravitatoria * intensidad del campo

de donde

masa gravitatoria

aceleracion = intensidad del campo

masa inerte
Como la experiencia nos dice que la aceleracién es idéntica para todos los cuerpos independientemente de
su naturaleza y estado del cuerpo, la relacién entre las dos masas puede reducirse a la unidad por una
conveniente eleccién de unidades.
Ast, la masa gravitatoria y la masa inerte de un cuerpo son idénticos. La misma cantidad de un cuerpo se
manifiesta como inercia que como peso.
Atin hay mds; un campo gravitatorio y un campo de inercia (uniformemente acelerado) son mecénicamente
equivalentes.
E.g. imaginemonos transportados a una regién libre de campo gravitatorio alguno, encontrandonos dentro
de un laboratorio provisto de todo lo que necesitamos, también el laboratorio tienen un gancho por fuera
(en el techo), a este gancho se encuentra amarrada una cuerda. Un ser extraordinario comienza a jalar la
cuerda con una aceleracién igua a 9.81 m/s?, todos los objetos incluyendonos a nosotros mismos dentro
del laboratorio comenzaremos a “caer” (segin nuestra perspectiva), dirfamos que nos encontramos en el
campo gravitatorio terrestre, mas atn, si nos damos cuenta de la cuerda, deduciremos que la tensién en
ella, es debido a que el laboratorio se encuentra colgado y ejerciendo una fuerza (el peso) a la cuerda de-
bido al campo gravitatorio. Un observador exterior al laboratorio que estudie el hecho desde un sistema de
Galileo (i.e sistema de referencia moviendose con velocidad constante, sin aceleracién) dird que la tensién
de la cuerda es la fuerza de inercia determinada por su masa inerte, debido a la aceleracion del sistema.
Ahora, suponga que el laboratorio lo transportamos a la tierra y lo dejamos caer desde una gran altura,
inmediatamente después, nosotros y todos los deméds objetos en el interior del laboratorio comenzaremos a
flotar libremente, interpretaremos ésto como que posiblemente nos hallamos en una regién en el espacio libre
de campo gravitatorio alguno. Un sistema de ejes invariablemente unido al laboratorio sera un sistema de
Galileo, aunque tenga un movimiento acelerado respecto a otro unido a la Tierra, con relacién al que existe
campo gravitatorio.
La completa identidad entre un campo de fuerza gravitatorio y un campo de inercia consti-
tuyen el llamado principio de equivalencia:
El principio de equivalencia nos permitird estudiar facilmente las propiedades de un campo gravitatorio de
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una manera puramente teorica. Supongamos que se conozca en un espacio tiempo la marcha de un fenomeno
referido a un sistema de Galileo O, un simple cambio de coordenadas nos permitird estudiar las leyes en otro
sistema O’ acelerado con respecto al primero, pero como en O’ existe un campo de inercia, equivalente a
un campo gravitatorio, podemos deducir la influencia que la gravitacion tiene sobre el fenomeno estudiado.
La equivalencia entre los campos de inercia (mov. acelerado) y gravitatorio nos permite formular de una
manera mds concreta el principio general de relatividad. St respecto a un sistema de ejes cualquiera expre-
samos las leyes de un fendmeno natural por medio de ecuaciones que implicita o explicitamente contengan
cantidades determinativas del campo, al cambiar de sistema de referencia obtendremos una nueva estructura
del campo, pero las nuevas ecuaciones resultantes deberdn conservar la misma forma (deberdn ser covari-
antes).

Un campo de inercia (en caida libre) puede localmente anular completamente un campo gravitatorio, pero
no para toda la region del espacio.

En la naturaleza existen campos reductibles o campos cuya accién puede anularse simultaneamente en todos
los puntos del espacio, por un cambio de ejes de coordenadas; tal es el campo debido a la fuerza centrifuga
que se anula refiriéndolo a unos ejes que tengan un movimiento de rotacién igual y en sentido contrario al
que produce la fuerza centrifuga; en cambio ningin campo de gravitaciéon producido por la materia puede
anularse totalmente para ningun sistema de ejes; la anulacion puede verificarse s6lo en una regién indefinida-
mente pequena.

Recuerde las siguientes definiciones:

Definicion 14.1. Los espacios en que se da una ley para medir la distancia ds entre dos puntos de coorde-
nadas xp, xp + drp y por tanto, por integracion, la longitud de una curva cualquiera [ ds = s, se llaman
€spacios Metricos.

Definicion 14.2. En toda region del espacio que referida a un sistema de Galileo no exista campo de fuerza
alguna, podemos elegir nuevos sistemas de Galileo en mov. rectilineo y uniforme respecto al primero; en ellas
son validos los principios de la geometria de Fuclides; la distancia elemental viene dada por

ds? = da? + dy?® + dz?
el movimiento de un punto es rectilineo y uniforme, este espacio es llamado espacio Euclideano (métrica

Euclideana).

Definicién 14.3. De manera andloga, un espacio-tiempo que contenga todos estos espacios Euclideos de tres
dimensiones, viene caracterizado por ser rectilineas sus lineas de universo; en toda esta region se aplican las
leyes de la relatividad restringida; este espacio es llamado de Lorentz-Minkowski (métrica cuasi-Euclideana).

ds? = da? + dy? + dz? — Adt? = —da? — dy? — d2* + Pdt?
La teoria de la relatividad especial supone que el espacio-tiempo es un espacio de Lorentz-Minkowski. FEste
elemento de arco tiene la misma expresion en todos los puntos del espacio.
Definicién 14.4. Defina 1 = z, x5 = y,x3 = z,x4 = ict, donde i = \/—1, entonces, los espacios métricos
en los cuales la distancia elemental se define como
ds* = gi1da? + goodas + gggd:cg + gaada?
+ 2912d$1d$2 + 2glgd$1d$3 + 2gl4d$1d$4
+ 2go3drodrs + 2go4dxadry + 2g34dasdry
(14.1) = gudz,dr, esta dltima igualdad en notacion tensorial
donde las g, son funciones de las coordenadas xj que se supone admiten derivadas parciales continuas
Gy = OF/Ou - OF /v, 7= (a1, T2, 3, T4) Y g # 0, se llaman espacios de Riemann (métrica de Riemann).
En los eapacios donde existe un campo gravitatorio no puede aplicarse la geometria de Fuclides, debido a
la curvatura que la gravedad induce al espacio-tiempo, e.g. dos rectas paralelas puestas sobre una superficie

curva llegan a intersectarse en algun punto de dicha superficie, de tal manera que la métrica que se utiliza
para caracterizar un espacio en presencia de un campo gravitatorio es el espacio de Riemann.
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El siguiente ejemplo nos demostrard esta afirmacion:

14.1. Comportamiento de relojes y reglas en un sistema de referencia rotatorio: Sea O un sistema
de referencia inercial (Galileano) donde los resultados de la teoria de la relatividad restringida aplican. Sea
O’ un sistema de referencia el cual se encuentra en rotacién uniforme con respecto al sistema O, con una
velocidad angular w alrededor del eje comin Z. Para ser més precisos, imagine a O’ como un disco circular
plano, el cual rota uniformemente en su propio plano alrededor de su centro.
Un observador que estd situado excentricamente (no en el centro) en el disco O’ es sensible a una fuerza que
actia en la direccién radial, y la cual puede ser interpretada como un efecto de inercia (fuerza centrifuga)
por un observador en reposo situado en el sistema original de referencia O. Pero el observador en el disco
puede considerar su disco como un sistema de referencia “en reposo” (el podrd justificar ésto basandose en el
principio general de la relatividad). La fuerza actuando en él, y asi como en todos los demds cuerpos que se
encuentran en reposo con respecto al disco, puede ser considerada como el efecto de un campo gravitatorio.
El observador en O’ realiza experimentos en su disco circular con relojes y reglas. Para iniciar, el sitia uno
de dos relojes idénticos en el centro y el otro a una distancia r del centro del disco, de manera que ambos
estdn en reposo uno con respecto al otro. Desde el sistema de referencia de Galileo O, el reloj en el centro
del disco (r = 0) no tiene velocidad transversal v = 0, mientras que el que se encuentra a una distancia r # 0
se encuentra en movimiento con una velocidad transversal v = rw. De acuedo con la relatividad restringida
este reloj de O’ caminardn mds lentamente con respecto al observador en el sistema O. Un intervalo de
tiempo dty en O’ aparecerd como
dtg

1—(rw)?/c?
en O. Pero no solo eso, es obvio que el mismo efecto seria notado por un observador sentado en el centro del
disco rotatorio!!! Asi en el disco circular, o para hacer el caso mas general, en cualquier campo gravitatorio,
un reloj ird mas rapido o menos rapido, de acuerdo a la posicién en la cual el reloj esta situado, por lo que
el tiempo pierde su homogeneidad en el sistema O (ésto significa que en el disco los relojes de diferentes
observadores que se alejan del centro caminan mds lentamente con respecto al observador anterior).
Vamos ahora a considerar mediciones espaciales efectuadas por un observador en O’. Claramente, la medida
de un elemento radial, dr, serd la misma a la correspondendiente medida dR efectuada en el sistema O
(esto debido a que el elemento radial se encuentra colocado ortogonalmente al movimiento de rotacién del
disco, por lo que no tendré efecto la contraccién relativista); de manera que, dr = dR. Un elemento lineal
transversal dly a una distancia r del centro del disco rotatorio (en direccién del movimiento de rotacién)
medird més en O' que en O, debido a que la medida correspondiente del elemento en O serd igual a

dl = dlp\/1 — (rw)?/c?

dt =

Pero no solo eso, es obvio que el mismo efecto seria notado por un observador sentado en el centro del
disco rotatorio!!! Asi en el disco circular, o para hacer el caso més general, en cualquier campo gravitatorio,
un elemento lineal transversal mediria de menos a m’as, de acuerdo a la posicion donde el elemento sea
considerado, por lo que el espacio pierde su homogeniedad en el sistema O’.

Podemos ahora obtener la medida del elemento lineal que une los puntos (r,0) y (r+dr, 0 +df) en el sistema
O’ (r es la coordenada radial y 0 es la coordenada transversal en el sistema de referencia O’), el cual es

ds® = dr? + dI]

dl?
_ 2 _ _
_dT +W dedondedl-RdG-rdG
2d92
R —
T 1—(rw)?/c?

La expresiéon anterior para elemento ds? no es la forma Euclideana (ds? = dr? 4+ r2d6?). Consecuentemente,
la geometria del espacio como fué determinada por medio de mediciones de elementos en reposo en el sistema
O’, no es Fuclideana. En particular, el cociente entre el perimetro de un circulo (dr = 0) a su radio (df = 0)
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no es 2m: Para encontrar el valor del perimetro del disco, nos movemos de tal forma que dr = 0, entonces

2rr

2
Perimetro = / ds|gr=o0 =
0 1— (rw)?/c?

De la misma manera para encontrar el valor del radio nos movemos de tal forma que df = 0,
r
Radio = / ds|agg=o =1
0

por lo que

(14.2) perimfitro _ 2mr/+/1 — (rw)?/c? _ 27 S 9
radio r 1— (rw)?/c?

Para hacer las peor las cosas, este cociente ni siquiera es constante; este es una variable del espacio! Asi,
si incrementamos el radio del circulo por un factor pre-asignado, su perimetro se incrementard en un factor
diferente. Por lo que para el observador en el sistema O’ el espacio no es ni homogeneo ni isotrépico
(diferente conforme a la direccién seleccionada). La consecuencia a que nos conduce el ejemplo anterior, es
que en campos gravitatorios queda inadmisible la definicién de coordenadas asi del espacio como de
tiempo que se ha empleado en la teoria de la relatividad estringida. El continuo espacio-tiempo del caso
general (en un campo gravitatorio) debe considerarse continuo no euclideo

14.2. Ecuaciones del Campo gravitatorio segiin Einstein. La teoria de la relatividad general conserva
la hipdtesis fundamental de que el espacio-tiempo es un espacio de Riemann, pero supone que la forma del
elemento de arco depende de la distribucién de la materia y que, por tanto, debe determinarse en cada caso.
Es decir, los coeficientes g, (en nimero de 10 puesto que n=4) de la forma fundamental (14.1) no puede
darse de una vez para siempre, sino que debe calcularse por medio de ciertas ecuaciones, las cuales dependen
de la distribucién de la materia y de la energia (conceptos equivalentes) en el espacio.

Para determinar estas ecuaciones, Einstein parte de las siguientes condiciones:

a) Deben ser tensoriales. Ademds, tratdndose de 10 funciones incognitas, se deben tener 10 ecuaciones,
con lo cual resulta que los primeros miembros de las ecuaciones deben ser componentes de un tensor
de 10 componentes, en el espacio de 4 dimensiones la inica manera de que esto sea posible es que
se trate de un tensor simétrico de segundo orden; representémoslo por G,,. Por analogia con la
clasica ecuacién de Poisson, G, debe contener a las derivadas parciales segundas de las funciones
incégnitas g, (llamadas funciones potenciales gravitatorias), de ser posible linealmente por razones
de simplicidad, entonces

1
Guw =Ry — §gw,R
b) También por analogia con la ecuacién de Poisson:
(143) Guu - XT,uu;

1
Gu =Ry — §gw,R = xT,, o simplemente

1
R#y - 59;“/3 = XT,uu

En la teoria ordinaria del potencial la presencia de la materia determina el campo gravitatorio y
el potencial ¢ en cada punto, dicho potencial ¢ satisface a las relaciones de Laplace y de Pois-
son: V2¢ = 0 V?¢ = 4rGp. Aqui x es una constante que se espera ser universal (de hecho
demostraremos en la siguiente seccién que y = 87G/c?) y T, el tensor simétrico, materia-energia,
que depende de la distribucion de la materia y de la energia en el espacio.

La tultima ecuacién como dijimos corresponde a la de Poisson en la teoria newtoniana de la grav-
itacién, donde G, equivaldria a V2¢, x a la constante 47G y T),, a la densidad p. Substituyendo
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(14.4)

(14.5)

(14.6)

(14.7)
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el valor real de la constante x (que calcularemos mas adelante) queda

1 G

R#y - §g#yR = C—2T#U'

Para poner las ecuaciones (14.4) en forma mixta, cambiamos primeramente v por m,

1 G

Gum = Rym — §g#mR = —— Tym, multiplicando por g"

C
vm vm 1 vm 8rG vm .
g G,um =9""Rum — 59 Jum It = = 9" Tym , es decir,
R L 8rG .,
Gy =Ry~ LouR =" T

El principio de la conservacién de la energia obliga a que la divergencia de T, sea nula, lo que lleva
consigo, segin (14.5), a que también sea nula la divergencia de G}, (Div(G},) = 0), y efectivamente
como se comprueba y que por razones de espacio omitimos, la divergencia del tensor de Einstein

Div(G},) = Div(R;, — —5” R)=0

Lo que demuestra la correcta eleccion del tensor G}, para representar analiticamente el campo grav-
itatorio. Por otro lado, efectuando una contraccién a (14.5), es decir haciendo v = p, se tiene

1
G:G“:R——ZLR——R_%T
a 2 c?
es decir,
R:—&fT
c
D 8rG .,
- —5 R - 0—2 T#
y 87TG y y
R, = 2 T, + 5
, 8nG ., y 8rG
R,u: c2 T +_5 (_ c2 T)
., 8nG v
Ru ) ( B _5 )

o en forma contravariante (cambiamos p por m, y despues multiplicamos por ¢,.m)

8rG 1
B = = (L = 39 T)

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de curvatura del espacio y T es el escalar que depende
de la distribucién de la materia y la energfa. Asi, (14.6) representa las ecuaciones de la gravitacion
de FEinstein en el interior de la materia. De estas 10 ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden, deben determinarse las g,,, con las cuales se tendrd el elemento de arco del espacio-tiempo
ds (14.1).

Para puntos fuera de la materia y energia se tiene T, =0y T = R = 0 (al estar en una regién libre
de materia y energia tanto T', asi como la curvatura del espacio valen cero), por lo que las ecuaciones

de la gravitacién toman la forma simple

Corresponde a la ecuacién de Laplace V2¢ = 0 en la teoria newtoniana de la gravitacion.
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Podria pensarse que el espacio es plano debido a R,, = 0, pero no es asi, lo inico que si es cierto es que
Rl =0 ssi el espacio es euclideano, donde Rf, . = 0 es el tensor de Riemann-Christoffel y también espacio
euclideano = R, = 0, pero R,, = 0 no implica espacio euclideano.

Conocido el elemento de arco ds se puede estudiar toda la geometria del espacio-tiempo. Falta entonces
- y este es el mérito fundamental de Einstein - interpretar fisicamente esta geometria estableciendo una
correspondencia entre los elementos geométricos del espacio-tiempo y los fenémenos fisicos del espacio tridi-

mensional. Por ejemplo, unos primeros postulados para establecer esta correspondencia son:

e Si el punto se mueve libremente, describird una geodésica del espacio-tiempo.
e Si el punto se mueve con la velocidad de la luz, la geodésica que describe es de longitud nula (o sea,
ds = 0) del espacio-tiempo.

Posteriormente se vié que estos postulados eran consecuencia de las ecuaciones fundamentales (14.4).

14.3. Ecuaciones de la dinamica clasica como un caso particular de las ecuaciones de la geodésica.
La meta final en esta seccion es deducir el valor de la constante x aparecida en las ecuaciones de Einstein.

Para un universo euclideo g11 = ¢g22 = ¢33 = —1 y gaa = 1, ademds g, = 0 para p # v (valores galileanos).
En el universo real los campos de gravitacion son débiles, de manera que los valores de g, difieren poco de
los valores galileanos. Ademads, supondremos que g,,, = —1 cuando r — oo para pp =v =1,2,3y gaa =1

cuando r — oo, puesto que para r muy grande se espera que el campo gravitatorio sea practicamente cero.
Ahora

ds? = —dx% — dx% — dx% + dxi

donde x4 = ct, entonces,
Lo (ANt (dwa\ o (dag\* o (doa?
n ds ds ds ds

recuerde que

dzy dr, dt

e e =1,2

Is 7t ds 0 para « ,2,3

dx
va que las velocidades reales d—ta para o = 1,2, 3 son siempre pequenas en comparacion con la velocidad de

la luz. Para o = 4 tenemos

dy _dwydt detydt _ drde  dt
ds _ dt ds  dt ds ‘dtds ‘ds’
entonces,
P CLA R AR A T
ds ds ds ds
dCC4 2
l~-0-0-0 —
+ ( ds )
dCC4
— 1
ds
también,
ds ~ dzxa
ds = cdt
Substituyendo estos valores de velocidad en las ecuaciones de las lineas geodésicas, tenemos
Tor gy Sn e

ds? ds ds
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deT _ {#V} d:c_#d:cl,
ds? T ds ds
2z, 44
—2 = {7}

a2 9 2 04 04 0y
deT "'Ul (2 8940 8944)
2

d*z, ol (8940 n 0910 3944)

sz 9 oy, Oz,

substituyendo ds =~ cdt en la expresién anterior,

deT B "'Ul (2 8940 8944)

cdaz - 7 9 oxry, Oz,

2 d2x7. 8940 8944
_“ — _9g70 2710 To YJ44
2 dt? g 04 t9 0y

Si suponemos que el campo es cuasi-estatico, es decir,

0
/L (no hay cambio con respecto al tiempo), y
T4

anadimos las condiciones g" = 0si p # vy g = 0 si g # v y las nombramos como (14.3), entonces,

2 d2$7- TO 8944

_ = =1,2,3.

2 dt? g 0Ty 7 T

2 d*r; 1 09aa | 90941 | .309u4
_0_2 dt2 =9 8%1 + g 8$2 + g 8$3 ’

por las condiciones (14.3), tenemos

2 d’z 0 0
- 212911&—%-0—1-0:— g
c? dt o1 o1
2 d?zy 9gaa 9gaa
= =0 2272722 L 0= —
2 dt? ty Oxa + 0o
2 d*x3 9gaa 9gaa
— S =04+ 04 gB = 2
c? dt? to+yg Ox3 Ox3 '
i.e.,
2 d2x7- 8944
— = =1,2,3
2 dt? 0Ty 7 T
entonces,
d2 8ﬁ
Tr_Z59 93
dt? 0Ty
2 . . GM
Compare ésto con Vo = F = ma, V¢ = ma, entonces, V¢ = a cuando definimos al potencial como ¢ = ,
r
GMm N c2 : o
en lugar de ¢ = ———. Por lo tanto, podemos identificar a ) ga4 como el potencial gravitatorio ¢ de la
T
mecanica de Newton, entonces,
2
¢
b= —Fgutc

2
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2

¢
Para determinar la constante ¢, sabemos que cuando 7 — oo, g4y = 1y ¢ = 0, asi que, 0 = 5 + ¢, por lo

2

tanto ¢ = — 5,
c? 2 A2
= — —_———= — —_ 1
¢= 91— 2(944 )s
entonces,
2
gaua =1+ —¢

Con lo encontrado hasta ahora, estamos cerca de averiguar el valor de la constante x que aparece en las

ecuaciones de Einstein R, = —x(Tjw — %gm,T).

Del tensor de materia T, y dentro de los limites de aproximacién hasta ahora utilizados, las componentes
del tensor se anulan, excepto T4 que queda reducida a la densidad p, ademéds es facil ver que T' queda

reducida también a la densidad p:
T =T, gum
Tay =Ty g
Tus = (p)(1) = p.

También,
1 dr, dx
w = @I P g
v 1 drs dx,

2P a

pero por (14.3), tenemos,

1 drs \ 2 dzy
T= 29ggp< - ) pero%%() para o =1,2,3,

dt

entonces,

1 dxy 271 d(ct) 2702
r= 2944p(dt>_c_2p( a )~ 2’ \a

esto ultimo ya que g44 = 1, por lo tanto,
T=p

Haciendo pp =v =4 en Ry = —x(Tjw — 39,/ T), queda

1
Rys = —x(Tua — 5944T)
1 1
Ris = —x(p = 5p) = —5xp

por otro lado, de la definicién de R, , tenemos

Ryy = _8{44} 4 {4a} (o loevg o 10g\/_ o 810§x\:_

1
—5XpP
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pero \/—g = 1, entonces

{4 N 1
ru=-2b 1y o =
o 0 {4§} Bo 1 8940 89040 89404 ao 1 89[10 8940 89[14 o 1
__(?xa ty 5(8xa+8x4_8xg>g §<8x4+8x5_8xg>__§xp

recuerde las condiciones (14.3), entonces,

441 (3944 n 0900 8944) 9441 (8944 T 0944 3944) 1

8 44
R44———8{a} +g
e

2 8$4 8$4 B 8$4 2 8$4 8$4 B 8$4 - _§Xp
o {4} 1
__8Ta+0+0__§xp
oy ofyy o} o{dy 1
- 8$1 8$2 8$3 8$4 - ZXP

_i 101 9910 | 9940 _ 9944 _ i 20 1 0915 | 0940 B 0944
0x1 g 2\ Ozy 04 0x, 0o g 2 \ Ozy 014 0x,
0 3,1 (0910  09ssc  Ogas 0 4ol (091  0gss  Ogaa\ = 1
-5—9"5 + - 5975 + - =—5Xp
oxs 2 \ Ozy 04 0x, 04 2 \ Oy 014 0x, 2
De las condiciones (14.3), no vemos forzados a considerar solo aquellas situaciones donde los superindices de
gH” sean iguales, entonces,

0 ul (8941 9ga1 3944) 9 9221 (3942 9912 3944)

- _3—{519 2 8?54 8?54 B 8$1 B 3—3:2 2 3x4 3x4 B 8x2
0 331 (Ogaz | Ogaz  Ogaa 0 441 (Ogas | Ogas  Ogas\ 1
8$39 2 (83:4 + 04 oxs 8x4g 2 \ Oxy + 04 Oxy ) 2XP

y de nueva cuenta apelando a las condiciones (14.3), obtenemos
1g1a  18gu 10%gaa 1
2927 2022 2023 2V
10%gaa | 10%gaa | 10%gaa 1
20927 202 2022 2V
0%g1a n gas  0’gaa _
Ox? 0x3 Ox? P

Ryy =

2
V2944 =xp, donde gqqs =1+ C—f, entonces,

2¢
VA1 + ) = xp

2
0+ C—2V2¢: XP

2
SV =xp
2
C
Vi = Sxp

comparando ésta ultima expresién con la correspondiente de la de la teorfa de Newton: VZ2¢ = 4nGp,
entonces,

C2
5 Xp = AnGp
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obteniendo finalmente la constante x

G
X="3

C

GM
también recuerde que el potencial ¢ en la teoria de Newton viene dado por ¢ — ——, entonces,
T

gaa =14+ = =
c? r c2r

2 (—GM) _,_2GM

asi que

m =
c2

Que es la constante que obtendremos al resolver las ecuaciones de Einstein en la seccién siguiente.

14.4. Teoria General de la Relatividad en el campo creado por una estrella de masa M. La
teoria de la relatividad general conserva la hipétesis fundamental de que el espacio-tiempo es un espacio
de Riemann, pero supone que la forma del elemento de arco depende de la distribucién de la materia y
que, por tanto, debe determinarse en cada caso. Es decir, los coeficientes g,, de la forma fundamental
(14.1) no puede darse de una vez para siempre, sino que debe calcularse por medio de ciertas ecuaciones, las
cuales dependen de la distribucién de la materia y de la energia (conceptos equivalentes) en el espacio. Los
potenciales gravitatorios del espacio-tiempo correspondiente g,,, deben satisfacer a las condiciones R, = 0.
Para resolver la ecuacién R, = 0 Schwarzschild considerd las siguientes condiciones:

El campo es estético (no cambia con el tiempo)
El campo tiene simetria esferica

El espacio-tiempo es vacio

El espacio-tiempo es asintoticamente plano

El sistema de coordenadas a que referir el campo es arbitrario y queda a nuestra eleccién. Si el universo fuese
euclideo, el sistema de coordenadas més conveniente seria un sistema de coordenadas esférico, de manera
que

r1=1r x9=0 T3=0¢ T4=ct
y el intervalo elemental correspondiente seria
(14.8) ds* = —dr? — r?d6* — r?*sen® 0d¢ + c*dt?

pero la presencia de la masa puntual, produce una distorsion del espacio-tiempo, y vamos a intentar hallar
una solucién de la expresion del elemento lineal referido a un conveniente sistema de coordenadas, que
se reduzca a la forma (14.8), para puntos indefinidamente alejados, en los que, por desaparecer el campo
gravitatorio, el universo es euclideo.

A causa de la simetria del espacio alrededor de la masa, deben faltar términos en drdf, drd¢ y dfd¢, pues
si existiesen resultaria que un cambio de signo en df o d¢, daria para ds valores diferentes y faltaria la
simetria necesaria en el espacio. También deben faltar los términos en drdt, dfdt y d¢dt, pues de conservarse
corresponderian valores diferentes de ds para valores positivos o negativos de dt y la historia de la particula
no seria simétrica respecto a su pasado y su futuro; el campo no seria estatico por variar con el tiempo. A
los restantes términos cuadrados, ensayemos de darles la siguiente forma

ds®> = —ePdr? — et (r2d6? — r? sen® 0dp?) + e” c*dt*
B=0(r), n=nplr), v=wv),
también,

lim 8(r) =0, lim p(r)=0, lim v(r)=0,

r—00 T— 00 T— 00
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quedando (14.8)

Dichas funciones no pueden depender de 6, ¢ y t, porque faltaria la simetria del campo o del tiempo que
hemos admitido y deben satisfacer las ecuaciones de Einstein

R, =0
Ahora haga 1’ = re//2, entonces, r'* = r2e/ y
1

dr' = Te“/2§ dr + e*'2 dr
1 1

dr’Q — (57",&/ + 1)26# dr? = (57"/67#/2 + 1)26# dr?
1

@t = (ol + 1) 0

substituyendo ésto en la expresion de Schwarzschild,
ds* = —ePdr? — etr?df* — etr? sen® 0dg?) + e¥ c2dt?
ds® = —eﬁ(%r/ef”ﬂ,u/ + 1)7267”617"/2 —"%d6% — "% sen? 0d¢?) + e” c?dt?
ds* = —eﬁf‘“(%r/e*“ﬂ,u/ + 1)72d7"/2 —7"%d6? — 1'% sen? 0dp?) + ¥ dt?
e eﬁ*“(%r’e*“ﬂ;ﬂ +1)"% y r =1/, entonces,

ds* = —erdr? — r2df* — r? sen® Ad¢® + e¥ Pdt> Métrica de Schwarzschild.

Entonces g11 = —e*, go2 = —12, gs3 = —r?sen?0 y g = €’ y g = 0 si p # v, recuerde que x4 = ct,
entonces,
-0 0 0
10— 0 0| o442
9= 1o 0 —r2sen26 0| © rsen”d
0 0 0 e’
Por lo tanto —g = e**¥r* sen? §. También sabemos que g*” = 1/g,5. Calculando los sfmbolos de Christoffel,

tenemos

or 1 1 39 o 89 T aggr
{a}_i_(aﬁ * n " @
Jap Xr Lo Z3
recuerde (14.3), entonces,

(o) = 1 1 (09ac n 9gar  9gor
2 Jaa 83:T aZEg 8xa
obviamente ya sin indicar sumacién (indices repetidos de Einstein). Ahora, goo = gar = gor = 0 81 o # 0,

«a # T, 0 # T, respectivamente, entonces, los tnicos casos diferente de cero quedarian
a=0=T a=T=0 c=T=u«
a=o0#T a=T1#o0 o=T#«

pero recuerde que

{Wr={a}
asi que los Unicos casos posibles son
a=0=T a=0#T Sba=T#0 0=7T%#aq,

es decir,

% A7 O =7}
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para {77}, tenemos

(REV. NO. 19)

1 1/09s6 0O¢oe 0¢oo
(y=11 Yoo 0950 _ D9
gcrcr 8xo‘ 8$g 8{Eg
oo 1 19956
=122
oo Lo
(o) = i} 99or  09rr  Ogor
g2\ Oz, Oz, Oz,
oT 1 10g:-
=12
grr Lo
1 1/09sr 0O¢or 0O¢oo
() =1 9or , 9907 _ 09
grr 2 \ Oz4 0x, ox,
oo 1 10950
{T } - __2 8
grr XLr
entonces, para {27}, tenemos
(i = 11 9gu ZELQ: Ay - Ly
2 g11 011 2er Or
29 11 8922 11 T
()= llm_ i,
2922 8$2 2r 89
() = 110933 1 1 Or?sen? 6 0
317 92993 Oxs  272sen2d o a
pray 11 09a 11 Oe”
5= 2944 Oxg  2e” O(ct)
gy L1011 0 11, 1
2 _2922 Ay 2—r2 9r 212 7
{13} _ 11 095 _ l 1 O(r? sen” 6) = l sen? 021 =
3 2933 0xq 2712sen20 or 27r2sen2 6
11 8944 11 86” 1 _
14 _ - I P e A
{4}_29448x1 2ev Or 2e v Y
(21 = 1102 1102
20 290 O2g 212 09
gy 1100 1107
25 = 2 gog Oy 272 d(ct) a
113dg33 1 1 9(r?sen?6) 1 cos 0
23 2
{3} 2 g33 Oxo 2712sen20 Oxy 2r2sen2 8 senveos sen 0 cot
20 = 11 Jgas 11 0e” 0
2044 Oxo  2e¥ Oxg
3 = 11 dgn _ 11 0% -0
! 2911 drs 2> 0z a
{34} B 1L8944 11 0e”
T 2944 O3 2e 8(ct)
{41} liagu 11 86
2 g11 Oxy T 2er 8(ct)
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11 8911 11 86)\

o1y _ 1 1 0g1n _110e”
{1}_29118352 2 eX Oy 0

para {27}, tenemos

{11}7 11 8911 - 11 8(—6)\) -
5 =—7— =

2goo Ora 2 —12 Oxy
11 8911 1 1 8(—6)\)

{11} = - — = —— :O
3 2 g33 Oxs 2 —r2sen?6 Oz

{11} 11 8911 11 8(—6)\)

' —

2944 Oxg  2¢” O(ct)
2
{22}: 11 8922 . 11 8( r ) _ %6

2911 O0r;  2—e* Or

1 1 Ogs3 1 1 9(—r?sen?0) 1 _ _
33 A 2 2 A
= ——— = ——— = — — 2 9 = — 9
{3} 3 o0y Oy 5o o 5¢ (2r sen” 0) rsen” fe
11 dg 11 9 1 _ 1,
44 _ -~ = TE oAy 2=
{ }_ 2 g11 Oy 2 —er Or p¢ 2¢ Y
1 1 Ogss 1 1 9(—r?sen?0) 1
B~ = = U y72(9 0 cos0) — sen ) cos 0
{$} 3 922 O 52 50 r~2(2r°sen 6 cos ) — sen 6 cos

:————:O

{44}7_1L3944 1 1 0e”
© 2g90 O 2 —r2 96

{22} _ _1L8922 _ _l 1 d(=r?) -0
2 g33 Oxs 2 —r2sen?f 0o

99 1 1 0ga2 11 9(—r?)

= on e o)

33 1 1 Ogss 1 1 9(—r?sen?0)

W= aon ~ e A

oy 110 11 o

2 g33 Oxs 2 —r2sen?6 O0¢
Encontremos ahora la expresién para cada uno de los componentes del tensor de Ricci:
0 8210g\/— dlog+/—g
__ Y qmw o Bv pv
Ryuw 8xa{a}+{ﬁ}{a}+ 0z, 0z, LS 0xq

cuyas componentes son

Ry Ri2 Riz R Riw Ri2 Riz R

Ro1 Roy Roz Rog Rio Ry Rz Roy
R[LU = =

R31 R3z R3z Rags Ri13 Rz R3z Rz

Ry Ry Ry Ry Riy Roy R3y Ry

esto ultimo debido a que R,, = R, ,, entonces, calculando R,

0 o 02 log dlog
Rua= oo () + () (2 + T8 gy D8

d 11 d 11 11 11
:—3—{“{1}—3—@{2}—3—%{3}—3—“{4}
R TG A (T
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R () () 1)
R 5
G R G
8210g\/m_{11} alog\/—_g_{lg} dlog\/—g {11}810g\/_ {1y dloevzg alog\/_

87" 8%1 8$2
substituyendo pues los valores de los simbolos de Christoffel encontrados anteriormente para RH
18 I Aty pd 101 AVt gen? g
Ry = __{11}_|_ {11} + {12} + {13} + {14} og(eMrt sen {11} og(e* " sen” 0) —0
or? or
32)\’1,21 1 1, 2 ,,1,,1,2 , 1,
R = = N e N g ) (;+§A +5“> =0
o 1 " 1 ’or 1 /2 N o
R11—2V 4)\I/—|—4I/ T_O

calculando ahora Rao
Ran = = (2} )+ T gy Do

= 3x1{”} 2{?}-5g;{?}-—5g;{?}
{?}{?}+{?}{?}+{?}{?}+{¥}{f}

+{EHTHHE H{PHE ()

+{EHE H{FHE - T - (5T
SED R ) I )
8210g\/m 2y Yosvy dlog\/—g _(zy Yoevg Olog\/—g _ (22 Yoevg alog\/_ _ 22y Yosvg alog\/_

89 8%1 8$2
substituyendo pues los valores de los simbolos de Christoffel encontrados anteriormente:
{22} Lo 4 {23} 1 8 log(eM¥r4 sen? {22} 10log(e AVt sen? 6) 0
062 or
3(—7"67)‘)

1 1 4
Roy = — +2(—re )(;) + cot? 6 — csc? 0 + ire*)‘ (; + N+ y’) =0

or

1 1 2
Rog=e M1 —7)N)—2¢* +cot? 0 — csc?0 + re (5)\’ + 51/ + —) =0
T

1 1
Ros = e [1 —r\N + 51")\/ + 51"1/] —-1=0

Rog =e [1 + %r(y’ - )\’)] —-1=0

calculando R33

Ros =~ {3 + {3&} )+ TEYET oy Plogvs

33 33 33 d 33

o (B e () e (5 - e )
+{?}{?}+{?}{?}+{?}{?}+{¥}{?}
BT H{E T H{EH{E (B
B A T
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SN L P L (B8 4 B
8210g eAMvrisen?0 44 810g\/_ 33 810g\/_ 33 alog\/_ 337 9logv/—g
Vo Tl sy QIOSVET gy OVEVED gy ONOBVEG oy Ok

substituyendo pues los valores de los simbolos de Christoffel encontrados anteriormente:

_(% {313} {33} +2{33} {13} +2{33} {23} {33} 1310% 7"45611 9) {33} 1310% /\+V94sen 9)

d(r? sen? fe~ ) N J(sen 6 cos )
or 00

1 1 2
+ rsen? e (5)\/ + 51/ + —) +cos?0=0
T

R33 =

— 2(rsen? 967)\)(1) — 2(sen 6 cos 0)(cot 0)
T

1 1 2
Rsz = e *sen?0(1 — r\) + (cos? @ — sen? §) — 2sen” e — 2cos® O + rsen® e (5)\’ + 51/ + —) +cos’0 =0
T

1 1 2
Rz =e *sen?0(1 —r)\) —sen? 6(2¢~* 4 1) + sen? fre=> (5)\’ + 51/ + —) =0
T

1 1
Rss5 = sen? 6 [e)‘ (1 —rN -2+ 51")\/—1- 51"1/—1—2) — 1] =0

1
R33 = sen? 6 [e)‘ (1 - 51"()\/ + 1/)) — 1] =0
calculando R4y

Rus = ——2 {44} T {4a} (o1} 2 BVTI 0 log\/_ — 810535\/_
:—3—331{43}—3—332{451}—3—%{45}—3—“{444}
SO P+ )+ (000
T AT A (B
S () {8 )+ ()

4 {41} {44} 4 {42} {44} 4 {43} {44} 4 {44} {444}

N 9?log Vertvrisen? § _ {aay Oloev=g dlog\/—g _ (s Qs Vg dlog /=g _ (aay dlos V=g alog\/ _ faay dlos V=g dlog /=g
J(ct)? Oz O0xa Oxy

substituyendo pues los valores de los simbolos de Christoffel encontrados anteriormente:

1 dlog(eMr sen® 6)

T

=0

R44——_ {44}+2{44} {14} {44}

Rys = —78@ ;T)\ V) + 2%6”7)\1//(31//) - %6”7)\1//% (% + N+ 1/) =0

Rys = (" + e A = N )W) + %e”*)‘y’2 - %6”7)‘1// (% + %)\/ + %V’) =0
Ry, = e’ (—%I/N %1/2 + %I//)\/ + %1/2 — V?/ — il/)\/ - iyﬂ) =

Ryy=e" ™ (—%V” i N il/Q - V—) =0
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Todos los demés componentes son cero, como es posible ver y que por razones de espacio omitimos el calculo.
Quedan entonces

1o Inror 12 N
R —2V—4)\I/—|—4I/ —T—O

Roy = e |:1 + %T(l/ — )\/):| —1=0

De Ri; se tiene que

substituyendo en R4y

N
T
N+ =
)\/:_V/

integrando con respecto a r
A=—-v+c
Sabemos que lim, .o, A, v = 0, asi que ¢ = 0, entonces A = —r, substituyendo en Rao
Ros =€" (1—|—%T(l/+l/)> —1=e"1+r/)—1=0
e’ +re'v =1

haciendo v = e”, entonces 7/ = e”1/, substituyendo en la ecuacién anterior

vy =1
dy
bt
V+Tdr
ydr+rdy=dr
d(vr) =dr
yr=r-+c

haga ¢ = —2m, entonces,
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entonces,
2m
e’ =1— —,
r
de A = —v, tenemos que
A —v
e’ =e 7, entonces,
A 1
N = —
2m
j
r

Asi que la métrica de Schwarzschild queda finalmente expresada como
ds® = —y L dr? — r2d6? — r?sen? 0 dp? + ~yc? dt?

dr? 2
ds? = ——o— — r2(d6? + sen? 0dg?) + (1 — —)c2di?

12

-
haciendo d2 = —r?(d#” + sen® #d$*) y como vimos en la seccién anterior 2m = ——, asi que
c

—dr? 2GM

2 2 B 2 1.2

ds —1 2GM+dQ +(1 c2r>0dt
c2r

14.5. Interpretacién de la forma ds: Para puntos indefinidamente alejados r — oo estas coordenadas
coinciden con las tres coordenadas esféricas y la coordenada tiempo del espacio euclideo. Para puntos
proximos al centro gravitatorio, las tres primeras contintian siendo las coordenadas del espacio; para un
punto fijo respecto al centro tenemos dr =0, dp =0y df = 0, y por lo tanto

ds? = 2y dt?
ds = c\/v dt*
d
¢
d
dr =2 = /7t
¢
2GM
dr =4/1— G2 dt o sea
re
d
dt = ——T  Cf. (10.14)
2GM
1- 2
re

donde 2GM/c? < r < oo y T el tiempo propio, es decir, el tiempo medido por un observador en el punto fijo
y dt el tiempo de la coordenada (en este caso, el tiempo medido por un observador exterior, es decir, en el
espacio euclideano). A medida que nos acercamos al centro gravitatorio, es decir a medida que r — 0, de
hecho 7 > 2GM/c?, tenemos que v = 1 — 2G M /rc? disminuye, entonces,

dt > dr

Por lo que el tiempo medido por el observador cerca del centro gravitatorio se dilata con respecto al observador
exterior al campo, es decir, cuando el campo gravitatorio aumenta, el tiempo transcurre mas lentamente.
La distancia en el espacio entre dos puntos indefinidamente préximos (rg, 6o, ¢o, to) a (1, 01, ¢1, to) (recuerde
que como la unidad lineal no se mueve durante el transcurso del tiempo dt = 0 o lo que es lo mismo, la
coordenada inicial y final son obtenidas en un intervalo d¢t = 0) vendra dada por

di* = ds* = v~ dr® + 12 d6*r* sen” 0 dH*
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y como ~y difiere poco de la unidad, resulta que el espacio es casi euclideo. Si colocamos nuestra unidad lineal
dl perpendicularmente al radio, tenemos que dr =0y

di? = ds* = r? d6? + r? sen® 0 d¢?
resulta, pues, que nuestras medidas corresponderan en este caso con las del espacio euclideo. Ahora si
colocamos nuestra unidad lineal dl radialmente, es decir, sobre dr obtendremos, df = d¢ =0y

ds® = dI*> = "yfldr2

di* = "yfldr2

dr? = ~dI?

dr = \/vdl
2GM

dr =1/1— G2 dl Cf. (10.13)
re

donde 2GM/c? < r < oo y dl la longitud propia, es decir, la longitud medida por el observador en el punto
fijo y dr la longitud de la coordenada (en este caso, el tiempo medido por un observador exterior, es decir,
en el espacio euclideano). A medida que nos acercamos al centro gravitatorio, es decir a medida que r — 0,
de hecho 7 > 2GM/c?, tenemos que v = 1 — 2GM/rc? disminuye y por lo tanto

dr < dl

Por lo que la longitud puesta cerca del centro gravitatorio se contrae con respecto al observador exterior al
campo, es decir, cuando el campo gravitatorio aumenta, las longitudes se contraen, el espacio aqui pues, no es
euclideo. También, si nuestra unidad sigue colocada radialmente ahora desde el punto digamos (0, 8y, ¢o, to)
al (R, 6y, ¢o, to), entonces,

di*> = "yfldr2
1
dl = —dr
Nal
dl = ;dr
2GM

1—

rc2

2

R
dr
_/0 L 26M iz 7 B
rc

Consecuentemente el cociente de la circunferencia del circulo que pasa por el punto (R, 6, ¢, to) a su radio
serd

2
WTR # 27  ver ecuacién (14.2).

Cabe mencionar aqui que cuando 7 = 2G'M/c? se tiene un comportamiento especial (Hoyo negro), para este
caso, dt = oo y dr = 0, el tiempo se detiene y las longitudes se reducen a cero. Al perimetro formado por
r = 2GM/c? se le llama horizonte de eventos. Para que nuestro sol se convierta en un hoyo negro es necesario
que su radio disminuya en r» = 2GM/c?, es decir en aproximadamente 3 Km. La misma situacién es aplicable
como por ejemplo para un protén, para que éste se convierta en un mini-agujero negro, es necesario que el
radio del protén disminuya a 2GM/c?, siendo M en este caso la masa de la particula. Estas situaciones se
suponen que pudieron haber pasado (segiin Stephen Hawking) pocos momentos despues de la explosién del
Big-Bang, las enormes fuerzas producidas en los choques de las particulas en aquel momento, pudieron ser
lo suficientemente poderosas como para que los protones colisionaran comprimiendo su volumen a un radio
igual a 2GM/c? y de esta manera convertirse en mini-agujeros negros. Le recomiendo al lector ver la figura
relativa a este tema al final de la presente seccion.
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14.6. Movimiento planetario segin Einstein. Determinemos ahora el movimiento de una masa m’ en
un campo gravitatorio bajo la nueva mecanica de Einstein. Segun la teoria de la relatividad, la trayectoria
de una masa libre en la variedad de cuatro dimensiones sera la geodésica dada por las ecuaciones

=

JORGE VIRAMONTES

dxg

dz, d:cﬁ
ds ds

equivalentes a [ ds = minimo. En estas ecuaciones se deben substituir los valores particulares encontrados
para las g,, del campo. Empleando las coordenadas que ya se han utilizadas r, 8, ¢, y ct y los valores

encontrados para los simbolos de Christoffel en estas ecuaciones, tenemos,
Desarrollando para 0 = 1

[y drdey
ds ds
[y drz2 doy
Yods ds
3 das dzy
Yods ds
{41 d:c4 d:cl
Yods ds

{12} dzy dzy

ds ds

22} dxz dzy

ds ds

32 dxs dzy

ds ds
427 dT4 d:c2
{ } ds ds

{13} d;sl d;B
2 d;; d;B
0%
+ {18} d;;l d;B

substituyendo pues los valores encontrados en la secciones anteriores,

d=r 11, drdr 99y d0 dO 44y d(ct) d(ct
3 i ds ds +{ } +{1} ds ds
d*> 1, .dr —x d9 o 1y, det) o
NG e %”2 Vi ) T
d*> 1, .dr y,do o, A dt
oz TN (G e G e TG =0
Desarrollando para o = 2
oy Fdnn | oy diydra gy di dr
ds ds ds ds ds ds
() H2 001 | oy dradra | pagy diy A
2 ds ds ds ds ds ds
{31 dCCg dCCl {32} dCCg dCCQ {33} dCCg dCCg
2 ds ds ds ds ds ds
{4 dzq dzy (%) dzq dzy (48 =2 dzy dzs
2J ds ds ds ds ds ds

substituyendo pues los valores encontrados en la secciones anteriores,

0
_+{122}de

o
ds?

dr df

Desarrollando para o = 3

+{%} 5

dr d9

dr d9

{12} {323} (EV -0
2@@ _ d o
+rd Is sn@cos@(ds) =0
i 4o dey | gy oy doy
{3 ds ds { } ds ds
(1) B2 001 o9 dva divy
31 ds ds ds ds

{31 dCCg dCCl {32} dCCg dCCQ

31 ds ds ds ds

+{%} 45

dgpdo

ds ds

(131 41 ds
ds ds

(29 4z dvs
ds ds

{33 dCCg dCCg
ds ds

(e
o B
R
gy Gadnn

(1 41 da
ds

ds

94y dzo dxy
63 S
oy o o
ds ds
oy s
ds ds

14y dxq dzy
3 S
94y dzo dxy
3 S

4oy Lradra
ds

ds
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{4 dzs dz {12 =4 dzy dzy e dz, dzs + {4 dzsdzy
ds ds ds ds ds ds ds ds

substituyendo pues los valores encontrados en la secciones anteriores,

dr d¢ db d¢
13 23
r2(y Il g gy Bl
d2¢ 2 dr d¢ do d¢
— + ——— +2cot——F— =
d52+rdsds+ ot ds ds 0
Desarrollando para o =4
{1 dzy doy {12}@@ T dx; dzg {14}@%
ds ds ds ds ds ds ds ds
2 dzz doy 22 dxz dzs S dzs dzs +{%) dzz dzy
ds ds ds ds ds ds ds ds
3 dxs dz e dzs dza {33}%% {34}%%
ds ds ds ds ds ds ds ds
{41 %@ {42}%@ {43} dxy dCCg {44} dxy d:c4 B
ds ds ds ds ds ds ds ds
substituyendo pues los valores encontrados en la secciones anteriores,
d?(ct) {14} dr d(ct) (1 drd(ct)
ds? ds ds ds ds
d*t dr dt
- 9 14 20 %
CdSQ + C{ 4 ds ds
d>t 14y ,dr 5
ds? + { 4 } (d_) =0
d*t ,dr o
@ VG =0
Tenemos entonces
d?r 1,,,.dr, 40, 2 e g At
d?0 2 dr df do .o
) +;d—d——senﬁcost9(ds) =0
(14.9)
d?¢ 2 dr d¢ do d¢
bl et g— 2L
a2 VTrasas T2 =
d*t L ,dr dt _ 0
ds? ds ds

De la segunda ecuacién diferencial de (14.9) obtenemos las siguientes conclusiones:
Si el punto mévil (planeta) en un momento cualquiera que podemos considerar como inicial, se mueve en el
plano determinado por ¢ = 7, tendremos que en ese instante

g
ds

también,

d(b
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d?

—+0-0=0

ds?

d?

27

ds?
Por ser nula la segunda derivada, la primera no variara (% = constante) y continuard siendo nula y por
consiguiente, el valor de 6 serd constantemente igual a 7. El movimiento continuard, pues, en el plano 7.

Ahora, integrando la tercer ecuacién diferencial de (14.9)

¢ 2drds _

ds? " rdsds
do
o) 2drdo _
ds rdsds
do drde
d(ds)+ r ds =0
do
Ng) gt
@ r
ds
do
d(—-) d
ds ar _
/—@ +2/ " =logh
ds

d
10g(d—f) +2logr =logh

d
10g(d—f) +logr? =logh

d
1og(d—f -1r?) =logh
d¢
2
=
" s

donde h es una constante de integracién. Ahora, integrando la dltima ecuacién diferencial de (14.9)

et drdt

dsz "V dsds
dt

dl =
ds Vdsds_
dt

(%)
dts +vdr=0
ds
dt

()

/ dts +/V’dr:10gk
ds

dt
log— +v=1logk
ds

dt
log — —logk = —v
ds
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10g£/l€ =—v

93

va_
ks ©
dt
ke
ds c
recordando que v = e,
dt  k
ds
Podemos anadir al grupo de ecuaciones diferenciales (14.9), de hecho podemos substituir la primera de (14.9)
por ds? = —y~1dr? — r2df? — r?sen? 0 d¢? + ~c? dt?, entonces, dividiendo por —ds?, obtendremos
dr do do dt

RIS D LAV S VLAV SN B v A0 B MY
1=x (ds) +7r°(=—)" +r“sen” (=) ”yc(ds)

ds ds

T
recordando que 0 = 5

_q,dr do dt

1= 1 2 2 2 2 2

L= G+ 04 77(50) =9 ()
dr do dt

—1,4T\2 | 2 2 2 2 _ _
TG (R (= -1
multiplicando por ~

dr

do dt

ar o 2,0P o 2 2 2 _ _
e -
dr d¢ d¢ d¢ dt
(E)Q + ”YT2(E)2 + 7"2(%)2 - 7"2(%)2 - VQCQ(E
dr o 2,4 o 2,40 o 2,49 .o 2 2, dl
e e L
d d d h?
recuerde que r2d—(§ = h, entonces, r4(d—f)2 =h’y r2(d—f)2 =5 entonces,
dr .o o5, do., h? K2 9 9, dt o
(dS) +r (dS) +FYT2 T2 FYC(dS) - Y
t 2
- )2 —
recuerde que ds = 7 entonces, ( ds) ol por lo tanto
dr d¢o h? k2
(E)Q +T2(E)2 +( - 1)T—2 - 7202? =
dr d¢o h?
(E)Q +T2(E)2 +(v— 1)T—2 -k = —y
2
substituyendo el valor de y =1 — —m, entonces
T
dr 5, dd. 5 2m h? 2,9 2m
(ds) tr (ds) +(1- r _1)7"2 Cek= ol r
o bien,
d d 2m h? 2
(Dry2 230y 2MI L g 2
ds ds r 72 r
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de esta manera obtenemos el conjunto de ecuaciones:

d d 2mh? 2
(@0 2 @0)2 _ gy 2T 2
ds ds r3
do
277 —=h
" ds
Despejando ds de la segunda ecuacién y luego substituyendo su valor en la primera, resulta
2
r
ds=—d
S ” 10)
entonces,
1 dr\?> L/ 1 d¢\> 2mh®  2m
- 7)) =2k -
(r2/hd¢> T <r2/hd¢> ¢ Tt
h? dr .,  h*?do 9 2mh?  2m
S et Ay e | -
T4(d¢ rt de c + r3 + r
. 1 1
haciendo r = —, entonces, dr = —— du, tendremos
U u

1 du\’
n2ut <__2£> + h2u? = A2k% — 1+ 2mh2u® + 2mu
i

dividiendo por h?, tendremos

du . 5 , C2k*P—1 3 2mu
(@) +u® = % + 2mu® + %
derivando con respecto de ¢
du d*u du du  2mu du
2— —— + 2u— = 0+ 6mu’ — —
dods? Mg T Ut t Tr @

d
ahora, dividendo por 2£ # 0, tendremos

d?u 5 m

d*u m 9

w +u= el + 3mu

Sabemos que m = ——, entonces
c

d?u n GM +3GM 9
— tu= —u
dg? ch? c?

que es la ecuacion diferencial del movimiento de una particula en un campo gravitatorio bajo la mecénica
de Einstein.
Compare esta ecuacion diferencial con la obtenida en la seccién de movimiento planetario segiin Newton
(haciendo un cambio de variable, ya que en aquella seccién se utilizé 6, se hace el cambio por ¢):

d?u GM

a2 T



MIENTRAS LOS DEMAS NADA HACEN, YO... (REV. NO. 19) 95

cuya solucion es
h2
r= -
MG[1+ ecos(¢p — )]

Esta ecuacién nos dice que el movimiento es una curva cerrada que puede considerarse como una elipse.
La solucién de la ecuacién diferencial obtenida en la mecanica de Einstein es

h2
r= - -

MG[1+ ecos(¢p — w — 00)]

Lo que nos dice ecuacién (14.10) que el movimiento es una curva no cerrada que aproximadamente puede
considerarse como una elipse cuyo perihelio avanza en cada revolucién una fraccion de ésta igual a

ow 127202

o AT?(1-¢?)

Para una vuelta completa del planeta ¢ = 27 y

(14.10)

. 247302
06 = s o3
AT?2(1 — €2)
siendo T el periodo y € la excentricidad.

Como vimos anteriormente, el planeta descibirfa (segiin Newton) una elipse invariante (salvo la pertur-
bacién de los demds astros), mientras que segiin Einstein, la 6rbita del planeta se moverd sin salirse de su
plano, de manera que el eje mayor gire en cada revolucién un dngulo 6@ dado por la tltima ecuacién. Para
Mercurio que es el que tiene el movimiento del perihelio més notorio, la teoria predice un dngulo de 42.9”
de arco por siglo, que coincide exactamente con el valor observado.

Otros resultados se obtienen de las ecuaciones de Einstein, como la deflexién de un rayo de luz por su paso
cerca de la superficie del Sol, Desviacion de las rayas espectrales del Sol, Expansion del Universo, etc.

Con respecto al asunto cosmoldgico, el Universo de Einstein es un Universo esférico de 4 dimensiones curvado
en la cuarta diemension (algo asi como la superficie de una esfera de 3 dimensiones), que estd en continua
expansiéon. Si pudieramos lanzar una nave espacial que siguiera alguna trayectoria fija, al cabo de algunos
millones de anos regresaria al punto de partida. De tal forma que podemos decir que nuestro Universo es
finito pero sin limites (Como la superficie de una esfera, es de extensién finita, pero no hay limites en ella).
Como sabemos la materia curva el espacio, considerando una distribucién uniforme de la materia en todos
lo puntos de Universo, se tendria también una curvatura uniforme en cada punto del Universo con lo cual
se obtendria una esfera al considerar el Universo en su aspecto macroscépico. Para entender ésto, daré el
siguiento ejemplo:

Flatland es un planeta de dos dimensiones que existe en el Universo de Einstein con una dimensién espacial
menos. Entonces, este Universo estara constituido por sélo 3 dimensiones, con seres y cosas bidimensionales.
Suponga que en Flatland, existen seres llamados humanos que llevan una vida cotidiana sin contratiempos,
dichos seres al igual que todo lo que perciben es de dos dimensiones para ellos el Universo es sélo de 2
dimensiones y no més. Sin embargo, la ciencia avanza en dicho planeta y un cientifico afirma que el Universo
es de 3, que se encuentra en expansién y que esta curvado en la tercer dimensiéon. Obviamente los seres de
Flatland no creen el él. Al cabo de varios anos de evolucién cientifica, deciden que posiblemente la teoria es
verdadera y para tal efecto deciden lanzar una nave espacial con un tripulante en ella (éste ser serd uno que
no sienta deseos sexuales, ya que viajard muchos anos solo). Para sorpresa de los incredulos la nave regresa
al mismo punto. Al preguntarle al astronauta sobre que fué lo que vié, él sélo sabe que partié del punto
y se movié en linea recta, nunca hizo ningtin giro o cambio de rumbo, por lo que infieren que dicha nave
tuvo que viajar sobre la superficie de un Universo esférico el cual se curva en la 3er dimensién que no es
entendible por el comin de la gente sino solamente por los que estudian matematicas! Por lo que la teoria
fué verdadera. Le recomiendo al lector ver la figura relativa a este tema en la siguiente pagina.
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CONSECUENCIAS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

Curvatura del Espacio

Observador en sistema O
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marca dt con respecto a O
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g ey
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Resumiendo:

La relatividad restringida hace un analisis de sistemas de referencia que se mueven unos con respecto
a otros con velocidad uniforme (constante) llamados sistemas de Galileo.

e Sin embargo, la relatividad restringida excluye el fenémeno gravitatorio.
e El principio de equivalencia nos dice que un sistema de referencia con acelaracién uniforme, es

equivalente a un sistema de referencia donde existe un campo gravitatorio.

De esta forma para incorporar el fenémeno gravitatorio a la relatividad, es necesario generalizar el
analisis de sistemas con velocidad constante a uno que incluya aquellos sistemas que se mueven con
una aceleracién uniforme.

Entonces, estando situados en un sistema de Galileo, serd posible (desde el punto de vista tedrico)
observar la marcha de un fenémeno en un sistema de referencia con aceleracién uniforme, después
las conclusiones que se obtengan, seran las mismas que se hubieran obtenido si el fenémeno hubiera
ocurrido en un sistema de referencia que se encontrara en las inmediaciones de un campo gravitatorio.
Lo anterior serd posible gracias a que nuestras ecuaciones utilizadas (ecuaciones tensoriales) para
la representacién del fenémeno en algin sistema de referencia son covariantes (conservan la misma
forma) al pasar de un sistema de referencia a otro.

En un sistema de referencia acelarado, el espacio no es Euclideano, sino mas bien Remanniano.
El analisis de la teoria de las superfices inventado por Gauss se hace necesario para el estudio de
este tipo de espacios. Debido a que un campo acelerado es equivalente a un campo gravitatorio, la
curvatura del espacio es en escencia la gravedad, o dicho de otra manera, la gravedad es la curvatura
del espacio. Asi que el estudio de las superficies serd la herramienta para determinar las ecuaciones
del campo gravitatorio de acuerdo a los principios de la relatividad general.

En la descripcién de un continuo espacio-tiempo un sistema de coordenadas de Gauss reemplaza
perfectamente al sistema de ejes de referencia, de tal manera que en lugar de decir “Las leyes
naturales son independientes del sistema de referencia que se utilize para su descripcion”, decimos:
“Todos los sistemas de coordenadas de Gauss son, en principio equivalentes para la descripcion de las
leyes de la Naturaleza”. Estas leyes naturales deben venir expresadas en forma matematica tal que
un cambio de coordenadas de Gauss dejen invariables las ecuaciones correspondientes (como dijimos
anteriormente: ecuaciones tensoriales) de la propia manera que una transformacién de coordenadas
por medio de las formulas de Lorentz dejan invariables las ecuaciones correspondientes a la teoria de
la relatividad restringida.



98 JORGE VIRAMONTES

14.7. Corrimiento Gravitacional al Rojo. Primero deduciremos la férmula para calcular la energia
potencial V' de una masa m en un campo de fuerza central producido por una masa M. La fuerza producida
por un campo de fuerza central como el gravitatorio es conservativa. Para este tipo de fuerzas tiene sentido
el introducir el concepto de energia de configuracién o energia potencial. (Una fuerza es conservativa si el
trabajo W realizado por dicha fuerza a traves de una trayectoria cerrada es cero).
Debido a lo anterior:
Eyy +Vo = Ex, +Vy
Eyy — Ex, =Vy =Wy
—(Ex; — Ey,) = AV
Ey, — Ep, = —AV
AE, = —-AV

f

Donde Ej, y Ei, son las energfas cinéticas inicial y final respectivamente.
Recordando el teorema de la variacion de la energia:

Eyy + W = B,
W = Ey, — Ex,
W = AEy

Utilizando los resultados anteriores, tenemos

W =-AV

Considere la figura anterior. Es légico considerar al vector 7 como positivo ya que la direccién de éste es
de 0 a 0o. Debido a ésto el vector de fuerza F , sera negativo ya que el campo de fuerza central es gravitatorio
(un fuerza en este campo tiene un sentido de oo a 0). Colocando la referencia en el infinito (77 = co con
un valor de energfa potencial V' = 0 (ésto también es 1égico ya que los efectos de un campo gravitatorio
disminuyen con la distancia y se incrementan a medida que nos acerquemos al centro 7= 0). Debido a que
las fuerzas en este campo son conservativas, tenemos AV = —W. Por definicién de trabajo W = f:f F. dr,
podemos efectuar una integracion desde oo hasta algin punto 7= r, donde 0 < r < oo, entonces:

V(T):‘Woofr:—/_ ﬁdfz—/_ (—GMmF>~dF_GMm/ [7fldr cos 0
T 00 r

=00 =00 r3
"rd "d Mm|" M M
:GMm/ u:GMm/—T:—G m __GMm _,_ GMm
o T3 oo T2 A r r
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por lo tanto

GMm

r

Vi(r) =

donde como ya vimos 0 < r < co. Regresando a nuestro tema, aunque un fotén no tiene masa en reposo, se
comporta como si tuviera masa inercial:
Recuerde que E = hr para un fotén de frecuencia v y h es la constante de Planck, entonces

E=hv y
E =mc? , entonces
me? = hv
e
2

Ahora, cabria preguntarnos si el fotén tiene masa gravitatoria o no, segin el principio de equivalencia de la
relatividad general que vimos anteriormente, la respuesta es Si.

R

\0

M.

foton
Tierra

Estrella

De la figura anterior y usando la férmula para la energia potencial, la energia potencial para un fotén en
la superficie de la estrella es;

GMm
V(R) = ——5—
(R) = -2
donde m es la masa del fotén dada por m = hv/c?, entonces
GMhv
V(R)= - AR
La energia total del foton en la superficie de la estrella es
GMhv GM
ET:Ek+V(R) = hv — C2R :hl/(l— %)

La energia total del fotén en la Tierra es puramente cinética B = hv’/, ambas energias deben ser iguales
(primera ley de la Termodindmica), asi que
GM

h,l// = h,l/(l — %)

1/-1/(1—GzM>
R

como 0 < GM/c*R < 1, tenemos que v/ < v. Asi que la frecuencia es menor al llegar el fotén a la Tierra.
Ha este fenémeno se le llama “Corrimiento gravitacional al rojo” y es diferente al efecto doppler relativista.
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15. EVOLUCION DE LAS ESTRELLAS [9]

Hay cuatro maneras diferentes en las que las particulas que forman el Universo pueden interactuar entre
si. Cada una de ellas es una variedad particular de interaccion, o usando un término anticuado fuerza.

Fuerza Intensidad relativa
Nuclear 103
Electromagnética | 1

Débil 10—t
Gravitacional 10739

Cada particula en el Universo es fuente de una o méas de estas fuerzas. Cada particula sirve como centro de
un volumen de espacio en el que existe la fuerza con una intensidad que disminuye al aumentar la distancia
desde la fuente. El volumen de espacio en el que se hace sentir la fuerza se conoce como campo de fuerza.
De las cuatro fuerzas la nuclear y la débil, se hacen sentir solamente a distancias del orden de 1073 cm
o menos (distancias que corresponden al orden del didmetro del nicleo atémico), particulas que producen
fuerza nuclear y responden a ella son el protéon y el neutrén.

La fuerza gravitacional, por méas débil que sea, se puede acumular indefinidamente a medida que se agrupe
més y mas materia en un lugar, ya que cada particula de materia anade su propio campo gravitatorio al
total. Aunque la resistencia a la compresién de los dtomos interiores puede llegar hasta cierto limite, las
fuerzas que producen la compresién puede aumentar sin limites.

La fuerza electromagnética resiste la compresién y soporta las presiones de las capas terrestres al ser empu-
jadas hacia adentro por el campo gravitacional de la Tierra. También soportan, las mucho mayores presiones
de las capas de Jupiter empujadas hacia adentro por su enorme campo gravitacional. Un dato que resulta
interesante es que los 4tomos que se encuentran en el interior de la Tierra tienen un didmetro de un 85%
de aquellos que se encuentran en la superficie, es decir, los electrones han sido empujados en un 15% de la
distancia hacia el nicleo central, y ese pequeno empuje hacia adentro crea suficiente presiéon hacia afuera
como para equilibrar lo peor que pueda lograr la atraccion gravitacional de la Tierra hacia el centro.

Los atomos sin embargo tienen un punto de resistencia limite. La masa de Sol, un millar de veces mayor que
la de Jupiter, bajo el empuje hacia adentro de una enorme atracciéon gravitacional sobrepasa los limites de
resistencia de los dtomos intactos.

La presién en el centro del Sol es de 100 000 millones de atmésferas, o sea 10 000 veces mas que la de Jupiter.
La constante acumulacién de materia fortalece la intensidad gravitacional hasta el punto en que sobrepasa
a la fuerza electromagnética que conserva intactos los dtomos, y esos atomos, por decirlo asi, se derrumban.
Las capas de electrones se destrozan bajo la presion, y los electrones se pueden mover sin que los retengan
aquellas capas. Se unen para formar una especie de fluido electrénico no estructurado, que ocupa menos
espacio del que llenarian como parte de las capas en dtomos. Dentro del fluido electrénico, los nicleos se
mueven libremente y pueden aproximarse entre si, tan cerca como el azar determine. La materia en que se
convierten las capas de electrones una vez rotas y en la cual se mueven los ntcleos en un fluido electrénico
recibe el nombre de materia degenerada o plasma, la cual es mucho més densa que la materia ordinaria, y
posee caracteristicas de un gas.

Esta alta densidad debida a las altas presiones provoca un incremento notable de la temperatura del nicleo
solar, de tal forma que provoca que los nicleos de hidrégeno se muevan a muy altas velocidades en espacios
mds reducidos llegando a producirse fusiones entre ellos. (4 nicleos de hidrégeno que consisten cada uno de
ellos en protones, se fusionan para producir un dtomo de helio el cual consiste en 2 protones y 2 neutrones,
los productos de la reacciéon poseen una masa mayor que el resultado de la reacciéon misma, la diferencia de
masa es convertida en energfa, de acuerdo a la férmula E = mc?).

Gigante Roja

El Sol ha estado consumiendo hidrégeno en sus hornos atémicos durante unos 5000 millones de anos y ain
asi queda suficiente para durar por lo menos entre 5 y 8000 millones de afios mas. A medida que el Sol use el
hidrégeno y acumule helio en su centro, el nicleo se contraerd mas al concentrarse los &tomos mas pesados
en la porcion interior del campo gravitacional, la fuerza gravitacional aumentara y en consecuencia el nticleo
se hard mas denso y calido de nueva cuenta. El calor adicional forzara a que las regiones exteriores del Sol
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se expandan enormemente. Aunque el calor total de las regiones externas del Sol serd entonces considerable-
mente mas elevado que ahora, se extenderd una superficie bastante mayor. Cada fraccién de esta superficie
tendra menos calor que ahora, y la nueva superficie serd més fria que la actual. A esa temperatura més baja
su brillo serd rojizo. Esta combinaciéon de gran tamano y color rojizo para una estrella se le conoce con el
nombre de etapa de Gigante roja.

Enana Blanca

El centro del Sol, sin embargo, habrd alcanzado una temperatura suficientemente alta para entonces (por lo
menos 100 millones de °C, cf. 15 millones °C actualmente) que causard que los dtomos de helio que se han
formado de los atomos de hidrégeno durante los pasados eones, se fundan en un ntcleo atin mas grande y
asi sucesivamente hasta formarse ntcleos de hierro (El proceso es hidrégeno, helio, carbén, neén, magnesio y
finalmente hierro, de hecho en una gigante roja practicamente ya se ha agotado todo el hidrégeno disponible,
siendo las reacciones de fusion en ésta las que parten del helio), cada uno de los cuales tendrd 26 protones
y 30 neutrones, unos cuantos protones mas se transformaran en neutrones y al final la estrella sera una
mezcla de 45/55 de protones y neutrones (Cada vez que un protén se convierte en un neutrén se expulsa una
particula de masa igual al del electréon pero con carga positiva -positron-, una vez formado éste, se aniquilara
con algun electrén produciendose un rayo gamma - La mitad de los electrones son aniquilados de esta manera
en el Sol en el curso de su vida como estrella normal- ). Una vez que se ha formado hierro, la materia llega
a un callejon sin salida. No hay disponible més energia para las reacciones nucleares. Cuando esto sucede,
no hay entonces nada que pueda resistir la atraccion hacia adentro del campo gravitacional producido por
su propia masa, y finalmente la resistencia expansiva debida al calor producido por las reacciones nucleares
cede ante ese empuje, y el Sol expandido como gigante roja se encogerd.

Al encogerse la estrella, los electrones del centro de ésta entran en contacto, los niicleos a&tomicos estan mucho
mas juntos pero tienen todavia espacio suficiente para moverse, este tipo de materia tiene propiedades de gas
(esto debido a que los niicleos ocupan 1/4000, 000, 000 del volumen del dtomo) la situacién con los electrones
es lo que pone un alto finalmente a la contraccién, esta etapa en la vida de una estrella es llamada enana
blanca.

Enana Negra

El centro de una enana blanca es considerablemente méas denso que el promedio de la estrella. Cuando
se forma una enana blanca, tiene una temperatura muy elevada, ya que la energia de de los impactos se
ha convertido en calor. Este calor se va perdiendo eventualmente, no habiendo cambios significativos en
la estructura de la enana blanca, hasta que ésta ya no esté lo suficientemente caliente como para brillar,
convirtiendose asi en una enana negra, continuando el enfriamiento por los eones hasta que el contenido de
energfa sea solamente el promedio del Universo (unos pocos de grados Kelvin por encima del cero absoluto).
Hay un punto en que el ntcleo de una enana blanca no puede soportar el peso de la masa que lo rodea,
este punto o limite se le llama limite de Chandrasekhar. Mas alla de este limite el fluido electrénico no
puede soportar el peso no importando que tan comprimido esté. El nticleo de una estrella en esa situacién
se desintegrara. La masa critica correspondiente a ese limite, segin lo demostré Chandrasekhar, es 1.4 veces
la masa del Sol. El limite puede variar de acuerda a que si la enana blanca se halle girando rdapidamente, ya
que las fuerzas centrifugas ayudarian a “levantar” hacia arriba algo de masa.

Supernovas

Suponga que nos allamos en el proceso evolutivo de gigante roja de algina estrella. Mientras mas masiva sea
una estrella, mayor serd la temperatura de su nicleo en el momento de expansion a gigante roja. La com-
binacién de una gran masa y mayor calor producen una gigante roja méas y mas grande. También mientras
ma&s masiva sea la estrella, serd més rapida su contracciéon cuando llegue ese momento, ya que serd mayor
el campo gravitacional que impulsa el proceso de la contraccién. Ocurre que las capas interiores se mueven
mas rapidamente hacia el centro dejando atras las més delgadas capas exteriores, no quedando estas ya
como parte de la materia que se continua contrayendo. El resultado serd, entonces, una enana blanca (enana
blanca, si es que la porcién que sigue como un todo queda con una masa menor al limite de Chandrasekhar)
rodeada de una corteza de gas.

Los fotones son facilmente absorbidos por la materia, por lo que se absorben tan pronto como se forman.
Después son reformados y reabsorbidos un ntimero indefinido de veces, de tal forma que solo se pueden mover
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a la velocidad de la luz en los dos diminutos y raros intervalos entre formacion y absorcion. El resultado es
que toma a los fotones alrededor de un millén de anos viajar desde el centro de la estrella, donde se forman,
hasta la superficie, de donde escapan. Asi, es muy pequenia la pérdida de energia central a causa de los
fotones, y al emitirlos las estrellas irradian su energia de modo lento y consistente y pueden durar miles de
millones de anos.

Los neutrinos que se forman no reaccionan con la materia (o lo hacen en forma imperceptible), y una vez
que se forman en el centro, pasan a través de las capas exteriores de la estrella a la velocidad de la luz
como si no hubiese nada, tardando unos 3 segundos en viajar del centro del Sol hasta su superficie. En las
estrellas ordinarias, el porcentage de energia emitida en forma de neutrinos es muy pequena, por lo que solo
necesitamos considerar fotones.

A temperaturas de 6000 millones de °C la clase de reacciones nucleares que tienen lugar empiezan a formar
neutrinos en grandes cantidades. Tales situaciones ocurren en estrellas con masa suficiente, y cuando se
llega al punto critico en el que de pronto se forman un gran ntimero de neutrinos, todos ellos escapan de
la estrella en cuestion de segundos, llevando consigo energia y quitando al nicleo la atraccién gravitatoria
hacia adentro. El resultado es que el centro de la estrella se enfria sibitamente, tal vez en pocos minutos, y
la estrella se enjunta con una rapidez mucho mayor de la que ocurre en el caso de la formacién de nebulosas
planetarias. Con la subita y abrumadora implosién de la estrella, la temperatura general se eleva enorme-
mente debido a la conversién de la energia garvitatoria en calor, y todo el combustible nuclear que queda en
la estrella se fusiona casi de inmediato. Esto da origen a una enorme explosién de la estrella -supernova-,
trayendo como consecuencia que la estrella brille temporalmente tan intensamente como toda una galaxia.
Estrella de Neutrones

En el estallido de una supernova, la estrella se desace del 97% o 98% de su masa para que posiblemente le
reste menos de 1.4 veces la masa del Sol y pueda encogerse sin problemas para formar una enana blanca.
Pero si esto no ocurre, es decir, que la masa que quede de la estrella sea superior a 1.4 veces la masa del Sol,
la atraccion gravitacional hacia adentro serd demasiado intensa para equilibrarse por medio del fluido elec-
tronico como en el caso de una enana blanca. Dentro de ese fluido electrénico los electrones seran empujados
hacia adentro en una densidad en la cual no pueden existir, de los protones y neutrones que se habian estado
moviendo libremente, los primeros se combinaran con los electrones para formar neutrones adicionales que
debido al enorme campo gravitatorio se agruparan hasta que estén en virtual contacto.

De este modo ya no sera fuerza gravitacional contrarrestada por la fuerza electromagnética como ocurre
en los planetas, estrellas ordinarias y aun en las enanas blancas, sino por la fuerza nuclear que es mucho
mas potente que la electromagnética, la estrella asi formada por neutrones en contacto recibe el nombre de
estrella neutron, y dicho fluido neutrénico se le llama neutronium que alcanza una densidad de 10'° veces la
densidad de la materia ordinaria. Si el Sol (con un didmetro de 1, 400, 000 Km) se convirtiese en una esfera
de neutronium ésta serfa de sélo 14 Km y con una densidad promedio de 1400X10*2g/cm3, cf. 1.41g/cm?
del Sol actualmente.

Pulsares

Una estrella neutrén deben poseer un campo magnético al igual que las estrellas ordinarias, pero ese campo
magnético debe estar comprimido y concentrado de la misma manera que lo estéd la propia estrella neutron,
debido a ésto el campo magnético debe ser mas intenso que el de las estrellas ordinarias. Tambien la estrella
pudiese haber estado girando antes de la implosién, por lo que seguird girando pero aun mas rapidamente
después de la implosién (recuerde una patinadora que gira, al tener extendidos los brazos, la patinadora
tiene una cierta velocidad angular, a medida que ella recoge los brazos, la velocidad angular se incrementa).
Los polos magnéticos no son necesariamente los polos de rotacién (e.g. la Tierra), cada polo magnético
puede girar alrededor del polo de rotacién en un segundo o menos y descargar electrones al hacerlo. Al
descargar estos electrones, éstos cambian su trayectoria debido al campo magnético y campo gravitacional
de la estrella neutrén. Al perder energia posiblemente no lleguen a escapar pero la energia que pierden se
manifiesta en forma de microondas o inclusive en forma de luz visible. De esta manera, una estrella neutrén
emite dos chorros de microondas o luz visible desde los lados opuestos de su diminuto globo, tal vez esos
chorros estén en la direccién de la Tierra los cuales seran recibidos como breves pulsaciones en cada rotacion,
a esta estrella de neutréon que emite pulsaciones se le llama Pulsar.
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Hoyos Negros

A fin de que se forme una estrella enana blanca, un remanente de menos de 1.4 veces la masa del Sol deberd
quedar después de la contraccién de una gigante roja o la explosion de una supernova. Si ese remanente de
masa es mayor que 1.4 pero menor de 3.2 veces la masa del Sol el residuo estelar se convertird en una estrella
neutrén. jPero qué pasa si el remanente de masa es mayor a 3.2 veces la masa del Sol?

Cualquier masa que se contraiga y que tenga més de 3.2 veces la masa del Sol no puede detener su
encogimiento en la etapa de enana blanca o de estrella neutrén, sino debe continuar més alld. Ademas,
parece que cualquier estrella que inicialmente tenga 20 veces las masa del Sol no podré eliminar suficiente
masa por medio de la explosion de supernova como para hacer posible su conversién en una enana blanca o
una estrella neutrdén, sino que eventualmente su contraccion llegara a cero.

Si la materia de una estrella neutrén continia contrayéndose y se hace mas intensa la gravedad superficial,
seguramente llegard una etapa en que la velocidad de escape igualara o superara a la velocidad de la luz. El
radio de un cuerpo donde ocurre esto recibe el nombre de radio de Schwarzschild. El punto cero en el centro
tiene un nombre de singularidad de Schwarzschild. Para una masa igual a la del Sol, el radio de Schwarzschild
es un poco menos de 3 Km. Estos objetos superencogidos no solamente actiian como un agujero, sino como
un agujero negro, ya que como se menciono la velocidad de escape es igual o mayor a la velocidad de la luz,
de hecho es por esta razén que se les llama agujeros negros. Con la excepcion de los agujeros negros todos
los objetos pueden perder masa (En casos especiales también ocurrird con los agujeros negros).

De acuerdo con la teoria de la relatividad general de Einstein, los agujeros negros pueden tener cualquier
tamano. Todo objeto que posee una masa, no importa lo pequena que pudiera ser esa masa, también tendra
un campo gravitacional. Si el objeto se comprime para formar un volumen més y més pequeno, ese campo
gravitacional se vuelve mas y més intenso en su inmediata vecindad y finalmente llegara a ser tan intenso
que la velocidad de escape de su superficie sea mayor que la velocidad de la luz. En otras palabras, se habra
encogido hasta menos de su radio de Schwarzschild.

La Tierra serfa un agujero negro si se encogiera hasta un didmetro de 0.87 cm. Una masa de 107° g se con-
vertirfa en un agujero negro si se redujera a un didmetro a algo asi como 10733 cm, con lo cual su densidad
serfa 10% g/cm?® (A esa densidad un objeto del tamafio de un niicleo atémico contendria una masa igual a
la de todo el Universo).

Pero que puede comprimir a los objetos pequenos para formar miniagujeros negros (Los objetos grandes como
las estrellas se comprimen debido a su propia gravedad). No pueden ser sus propios campos gravitacionales,
sino debe ser alguna fuerza compresora externa. ;Pero qué fuerza proveniente del exterior puede tener la
suficiente potencia como para producirlos?

En 1971 el astrénomo Stephen Hawking sugirié que una fuerza de este tipo pudo originarse en el momento en
que se formé el universo; la fuerza del mismo gran estallido (Big Bang). Con grandes cantidades de materia
explotando por todos lados pudieron haber chocado diferentes secciones de la substancia en expansiéon. Una
parte de esta materia al chocar pudo haberse comprimido bajo presiones enormes desde todas direcciones.
La materia comprimida pudo enjuntarse entonces hasta un punto en que la creciente intensidad gravitacional
la mantendria encogida para siempre asi los miniagujeros negros serian formados.

Stephen Hawking piensa que debe haber 300 miniagujeros negros por cada ano luz ctbico.

Objeto Velocidad de Escape (Km/s) | Peso

Tierra 11.2 70 Kg

Jupiter 60.5 189Kg

Sol 617 2000Kg

Enana Blanca 3,400

Estrella Neutron | 200,000 20 billones de Kg
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15.1. Reacciones nucleares en el interior de las estrellas. En las reacciones nucleares en el interior
de una estrella (todo se desarrolla en su nicleo), 4 protones, es decir, 4 nicleos de Hidrogeno son fusionados
debido a la gran energfa cinética que possen (debida a las grandes temperaturas en el interior producidas
por la enorme presién gravitatoria):

e Ciclo Protén-Protén (bajas temperaturas como en nuestro Sol): Un protén {H se fusiona con otro
protén 1H produciendo un nicleo de deuterio 2H, un positrén e y un neutrino v:

HHH-2Hte +v
Después, otro protén se fusiona con el deuterio de la reaccién nuclear anterior, produciendo Helio-3
SH y un rayo gamma o fotén v:

HP2H-3H+

Otra reaccién similar ocurre:

H+H-2H+em v

H2H-3H+v
Se tienen entonces dos Helio-3 3H, los cuales se fusionan produciendo un niicleo de Helio-4 o particula
a 3H y dos protones libres:

SHHSH —IH+IH+IH
El positrén emitido e™ se anulard con cualquier electrén produciendo otro fotén ~:

ef e — ol

La energfa desprendida es (Am)c?, donde Am es la diferencia entre la masa de los 4 protones, la
particula alfa y los positrones y llega a valer 24.7Mev. El neutrino se lleva el 10% de los 24.7Mev.

e (Ciclo del Carbono. En general, el ciclo del carbono es mas eficiente a altas temperaturas, mientras
que el de protén-protén lo es para las bajas. Por lo tanto, las estrellas mas calientes que el Sol
deben su energia principalmente al ciclo del carbono, mientras que las mas frias se lo deben al ciclo
protén-proton.

H+5C—-2N
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1;’N—>120—|—e+—|—y
IH+23C - N4y
IH4UN 20+

120+ -2 0+et +v
TH+2N -2 C +4 He



